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PROPRIÉTÉ  DES  QUARTIQUES  A  TROIS  POINTS  DOUBLES 


Les  quatre  tangentes  doubles  que  possède  une  courbe  du  quatrième  ordre  admettant  trois  points  doubles^ 
forment  quatre  triangles  homologiques  du  triangle  des  points  doubles. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  j'aurai  recours  à  la  transformation  du  second  ordre  :  à  tout  point,  de 

111 

coordonnées  x,  y,  z   correspond  un  point  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  à   ->-»-• 

X    y     z 
111 
En  remplaçant  x,y&iz  respectivement  par   -•  -  '  et  -   dans  l'équation  d'une  courbe,  on  obtiendra 

l'équation  de  sa  transformée.  Trois  droites  concourantes,  passant  chacune  par  un  sommet  du  triangle 
de  référence,  se  transformeront  ainsi  en  trois  droites  analogues  :  par  suite,  les  sommets  d'un  triangle 
homologique  au  triangle  de  référence  se  transformeront  en  sommets  d'un  triangle  jouissant  de  la 
même  propriété.  Une  droite  aura  pour  transformée  une  conique  circonscrite  au  triaui,'lc  de  référence, 
une  conique  quelconque  se  transformera  en  une  quartique  admettant  pourpoints  doubles  les  sommets 
de  ce  triangle,  et  inversement.  Enfin,  comme  les  figures  se  correspondent  point  par  ]  oint,  les  trans- 
formées de  deux  courbes  tangentes  resteront  taugenles. 

Ces  remarques  permettent  de  ramener  la  proposition  énoncée  à  la  suivante  :  Si  trois  coniques 
C,  Cj  et  G,  sont  bitangentes  à  une  conique  F,  et  circonscrites  à  un  triangle  ABC,  les  trois  autres 
points  oïl  elles  se  coupent  deux  à  deux  sont  les  sommets  d'un  triangle  homologique  au  triangle  ABC. 

Or,  on  sait  que  lorsque  deux  coniques  sont  bitangentes  à  une  troisième,  leurs  cordes  de  contact  se 
coupent  en  l'un  des  sommets  de  leur  triangle  autopolaire  commun,  et  sont  conjuguées  par  rapport 
aux  deux  sécantes  communes  qui  passent  par  ce  sommet. 

Si  donc  [a  désignant  le  quatrième  point  d'intersection  de  C,  et  C,],  Aa  coupe  BC  en  a,  ou 
peut  toujours  supposer  les  notations  disposées  de  manière  que  les  cordes  de  contact  de  V  et  des 
coniques  Gj,  C,  et  Gj  coïncident  avec  les  droites  [5y,  ya  et  a,3.  On  voit  aisément  que,  do  la  propriété 
des  droites  aA  et  BG  d'ôtie  conjuguées  relativement  à  l'angle  f.ay,  résulte  la  concourauce  des  droites 
Aaa,  B36  et  Cyc.  Les  triangles  AI3C  et  abc  sont  donc  bien  homologitjues,  et  la  proposition  énoncée 
en  résulte. 

Dans  lecas  ou  la  quartique  est  composée  de  deux  coiiitiues,  cette  propriété  subsiste.  On  voit  ainsi 
que  trois  points  communs  quelconques  et  trois  tangentes  communes  quelconques  à  deux  coniques  déterminent 
deux  triangles  homologiques,  propriété  que  j'avais  obtenue  aulremeut  dans  le  numéro  d'octobre  dor- 
nier(nM99). 

Ernest  Dupohcq,  élève  à  l'École  polytechnique. 


194  GÉOMÉTRIE 


291.  —  On  considère  les  quailri  jucs  de  révolution  bilançjentes  à  une  quadriques  fixe  Q  et  telles  que  l'un 
des  deux  foyers  commiais  aux  méridiennes  soit  fiie:  lieu  de  /'autre.  Lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits 
à  la  fois  à   Q   et  à  ces  quadriques. 

Si  Q.  -  0,        Q,  =  0,        Q3  =  0,        Q,  :-  0 

sont  les  équalious  taugentit'lles  de  quatre  surfaces  tlu  second  ordre,  et  si  l'on  peut  tiouver  des  paramètres 
X   tels  que  l'on  ail  l'identité 

À,(j,  +  À,Q,  +  AÂ>3  +  >uQ4  =  0,  (1) 

cette  relation  symétrique  exprime  la  condition  nécessaire  et  suiTisante  pour  que  les  plans  tangents 
communs  à  deux  quelcouciues  des  surfaces  et  les  plans  tangents  communs  aux  deux  autres  soient 
tangents  à  une  même  quadrique. 

Cela  posé,  soient  F  et  F'  les  foyers  communs  aux  méridiennes  d'une  quadrique  de  révolution 
bitangente  à  la  quadrique  Q,  et  soient  S  et  S'  les  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la  fois  à  ces 
quadriques.  La  quadrique  Q,  le  couple  des  points  S  et  S',  celui  des  points  F  et  F',  et  l'ombili- 
cale sont  quatre  surfaces  dont  les  équations  tangentielles  satisfont  à  la  relation  (1),  car  la  quadrique 
de  révolution  considérée  est  évidemment  tangente  aux  plans  tangents  communs  aux  deux  premières 
et  aux  plaus  langeuts  communs  aux  deux  dernières.  Il  existe  donc  une  quadrique  tangente  aux  plans 
tangents  communs  à  Q  et  à  l'ombilicale,  c'est-à-dire  homofocale  à  Q,  et  tangente  en  même  temps 
aux  plans  tangents  communs  aux  surfaces  formées  par  les  deux  couples  de  points  considérés,  c'est-à- 
dire  passant  par  le  quadrilatère  gauche   FSF'S'. 

Il  résulte  de  là  que,  si  F  est  fixe,  le  lieu  de  F'  est  composé  des  trois  quadriques  homofocales 
à  Q  qui  passent  par  F.  Quant  au  lieu  des  sommets  S  et  S',  il  est  formé  par  les  génératrices  de 
ces  surfaces  qui  passent  par  F,  droites  qui,  d'ailleurs,  coïncident  avec  les  focales  du  cône  de  som- 
met S  circonscrit  à   Q. 

Emesl  DupoRCQ,  élève  à  l'École  Polytechnique. 

L'élégante  propriété  des  cubiques  démontrée  par  M.  Charles  Faroux  ,dans  le  numéro  d'août  der- 
nier, est,  au  moins  en  partie,  un  cas  particulier  d'une  propriété  plus  générale: 

Les  tangentes  nu  nées  à  une  cubique  en  six  points  situés  sur  une  conique  coupent  la  cubique  en  six  autres 
points,  également  situés  sur  une  conique. 

De  la  propriété  bien  connue  que  possèdent  les  cubiques  passant  par  huit  points  de  passer  par  un 
neuvième,  résulte,  en  efTet,  que  si  six  des  points  d'intersection  de  deux  cubiques  sont  situés  sur  une 
conique,  les  trois  autres  sont  sur  une  droite,  el  réciproquement.  Si  la  conique  est  une  droite  double, 
on  voit,  en  particulier,  que  les  langentcs,  menées  à  une  cubique  en  trois  points  en  ligne  dioite,  la 
coupent  eu  trois  autres  points  en  ligne  droite.  —  Cela  posé,  soient  a^ ,  &i ,  Cj,  a^ ,  b^ ,  c^  six  points 
où  une  cubique  coupe  une  conique:  cette  cubique  rencontre  la  cubique  constituée  par  les  droites 
«i"i  »  ^1^2  6t  CiC^  en  tiois  autres  ^joints  a,betc  eu  ligne  droite.  Soient  a,  p  et  y  les  points  où  la 
cubique  coupe  ses  taugenles  aux  points  a,  b  et  c :  ces  points  seront  en  ligne  droite.  Il  en  sera  de 
même  des  points  a  .  a,  et  a,,  j3,  (3^  et  6, ,  enlin,  y,  yi  et  y,, .  La  cubique  constituée  par  les  droites 
«r-^ï  j  ?i?2  el  y,yj  coupant  la  courbe  donnée  aux  trois  points  en  ligne  droite  a,  (5  et  y,  les  six  autres 
seront  sur  une  conique,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Ernest  Duporcq,  élève  à  l'École  Polytechnique. 
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241.  —  Sj  l'on  pose    tg  (a  +  M)  =  x  +  yi,      a,  x  et  y    étant  réels,  prouver  que 

x2  +  y2  +  2x  cotg  2a  ~  1. 

De  l'égalité  tg  (a  +  H)  —  x  -\-  yi 

on  déduit  tg  (a  —  /i)  ==  x  —  yi, 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

(g  (a  +  li)  tg  (a  —  li)  =  x'^  -h  y*, 
tg  w  +  tg  y 


Gela  poséj  l'identité 


tg w.  tgy  =  1  — 


tg  {u  ■+-  v) 
donne,  en  remplaçant  u  par  a  +  li  et  v  par  a  —  li, 

'Ix 


ou 


a;'^  +  2/*  r=  1  — 
•  +  y 


tg2a 
2a;  cols:  2a  =  1. 


E.  Faucillon,  collè;-,'e  Chaplal. 


Solutions  analof,'ues  :  MM.  Ali.vrd,  Coiidoicct;  Audibert,  Marseille;  Audoui.n,  I.oiiis-le-Granil  ;  Daillv,  Dijon;  L.  Bas>ai.,  Toulouse;  G.  Bloch, 
Dijon;  P.  Beoou,  Marseille;  Cli.  BnAiLi,:0N,  Amiens;  J.  Foti, École  navale  de  Gènes;  E.  Gukden,  Saint-Louis;  L.  Graux,  Nantes;  Leiiointrbc,  Toulouse  ^ 
PouiLLiAUT,  Clernionl-l'eirand;  Villkuuev,  collège  de  Semur;  C.  W'avrant,  collège  de  Diaguignan  ;  L.  Gvltiek  (Bordeaux). 


242.  —  Prouver  que  x  —  2  divise  le  déterminant: 

1        m 

X  -  +  T 

m         1 


1 

m 
n 
I 


m 
T 
1 
n 


n 

r 

m 
n 


1 
n 
n 
m 


m 
n 


u 
m 


et  trouver  le  quotient. 

Si  l'on  pose 
et  si  l'on  tient  compte  de  l'identité 


\m        U  \n       m/  \l       n/ 


/l        my       /m       n\»       /n       t\» 
-  +  7      +--*--      +     7  +  -)  -=  4  -f-  A, 
\m        //         \n       m/         \l       n/ 

le  déterminant  proposé  prend  la  lorme 

X»  -  .c(i  4-  A)  4-  ^iA, 
ce  qui  peut  s'écrire  {.v  —  2)(x'*  +  2a;  —  A). 

VaO  déterminant  est  tlonc  divisible  par  .r  —  2   st  le  quotient  est  égal  à 

/        m\ 


x^  -+■  2.f  - 


w\  /in        n\  ni        l\ 
7)  (n  ^  m)  [j  -"  n) 


E.-N.  Hahisikn;  —  V.  Hkiioi,  Marseille;  —  Hailiy,  Diji  u. 


Solutions  analoj;ues  :  MM.  Ai.laup,  l'.ondoicel  ;   Ukroman,  Saiiil-I.ouis;  !..  LsiiNAr,  ;\  Espinchal  ;  J.  Fori,  école  uuvalc  de  Génos;  lUlS,  Élaui|<oâ 
U.-A.  PuiiLLiAHT;  K.  ViLLBOUBY,  SCMiur;  C.  Wavuant,  Uraguignan. 
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206.  —  Soil  une  ellipse  ai/ani  pour  foyers   F  et  F'. 

/"  Si  (Icu  V  taïKjenti's  para  'lèles  sont  coupées  par  une  troi'iiême  langeatc  en  P  et  Q,  le  quadrilatère  PQFF', 
H  est  i'iscriplible  à  un  cercle  (jue  ai  les  tangentes  parallèles  sont  taiigenles  aux  cxlrémités  du  grand  axe. 

i'^  Si  T  est  le  point  oi(  la  troisième  tangente  coupe  le  grand  axe,  le  produit  TP  x  TQ  est  indépendant 
de  la  longueur  du  grand  axe. 

o°  Si  le  petit  axe  est  fixe,  le  p:oluil  TP  x  TQ  constant  et  la  direction  PQ  fixe,  le  lieu  de  P  et  de  Q 
est  une  hyperbole  équilatère  qui  a  pour  asymptotes  les  axes  de  l'ellipse. 

Examiner  ce  que  devient  le  théorème  dans  le  cas  de  r hyperbole. 

.  .  ^'       '/'^ 

1  .     Soit  --  -h  --^-  i  =0 

l'cquatiou  île  l'ellipse  rapporléc  à  ses  axes. 

Deux  taugeQtes  parallèles  auront  pour  équatioDS 


iix  +  vy  ±  \/ahi'^  +   b'v"  =  0  ; 

l'équaliou  de  lu  troisième  tangente  sera 

u'x  +  v'ij  ■+■  \/ ahC'^  +  b'^i''-  —  0, 

et  l'équation  générale  des  coniques  pass.mt  par  les  points   P  et  Q   pourra  s'écrire 

(ux  +  vyY  —  {ahi^  +  b-v"^)  +  {u'x  +  v'y  +  \/a-u"^  +  b'r"'){lx  +  my  -+-  h)  —  0. 

Écrivons  que  cette  conique  passe  par  les  deux  foyers;  pour  cela  nous  faisons   y  =  0,    et  nous 
écrivons  que  le  trinôme  restant  en  x    a  pour  racines    ±  c. 

On  obtient  u'h  -f-  /  \/a-u'-  -+-  b'-v"^  —  0,  (1) 


u^'*  -  {a'^u'  +  b-v-)  +  lu'c^  +  h  y/u^u'^  +  b''v''  =  0.  (2) 

Écrivons  maintenant  que  celle  conique  est  un  cercle;  on  a 

m-  -h  lu'  —  v^  +-  mv',  (3) 

:Luy  +  Iv'  +  mu'  =  0.  /'-i) 

Éliminons    /,  m  et  //  entre  ces  quatre  équations. 

Tout  d'abord  en  rcmplaean'.  dans  (2)  h  jiar  la  valeur  tirée  de  (1),  on  a 

,      ,        (a^u'-'  -+-  b-'v')l 
-  b-{u^  -+-  i;*)  -+-  Ic'u   -  ■ -, =  0, 

ou,  en  divisant  par  —  6%  (u^  +  v'^ju'  -h  l  {a-  -+-  v"-)  —  0. 

D'autre  pari,  de  (3)  et  le  (-i;  on  tire  uiscmenl 

(v^  —  u'^)  u'  -  ^uvv' 

'  =  t:; 77, ' 

u-  -h  v^ 

de  telle  sorte  que  l'équatioa  précédente  devient 

(m'  +  v'^ju'  +  (i;*  —  u')u'  -  'iuvv'  —  0 
ou  2u(yu'  —  uv']  =  0. 
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On  ne  peut  avoir  vu  —  uv'  =  0,  sans  quoi  la  troisième  tangente  se  confondrait  avec  l'une  des 
deux  premières;  on  doit  donc  avoir  v  —  Q,  ce  qui  montre  que  les  deux  tangentes  parallèles  sont  tan- 
gentes aux  extrémités  du  grand  axe. 

Ce  résultat  est  facile  à  établir  géométrique  ment.  Pour  que  le  quadrilatère  PQFF'  soit  inscriptib'e, 
il  faut  que  l'angle  PFQ  soit  égal  à  l'angle  PF'Q. 

Or,  si  l'on  joint  le  point   F   aux  points  de  contact  des  tangentes, 
^p  ^^^-'-''^  on  reconnaît  que  l'angle     PFQ    est  la  moitié  de  l'angle     M'FM;     de 

même  l'angle     PF'Q     est  la  moitié  de  l'angle   (2-  —  M'F'M);    on  doit 


donc  avoir 


2  2 

MWl  +  MT'ÀI  =  2::. 


égaux  a 


Or,  les  deux  angles  M'FM  et  M'F'M   sont  égaux  puisque  la  figure 
MM'FF'     est  un  parallélogramme;  il  en  résulte  qu'ils  doivent  être 
ce  qui  exige  que  les  deux  points     M  et  M'     soient  sur  la  droite    FF'. 


2".   L'équation  de  la  tangente     PQ     peut  s'écrire 


X 


^ CÛ-U"^    -+-  If'V'^ 


u 


■v'  —  u'       \/u'''  +  v'- 

p    désignant  le  segment  qui  a  pour  origine  le  point    T    et  pour  extrémité  le  point    {x,  y). 

r'^  \/a'^u''-  -t-  b'^v"- 


On  tire  de  là 


X  — 


y^u"^  +  v'^ 


u 


y  = 


\/u-  -h  v"^ 

Remplaçons  x  et  y  par  ces  valeurs  dans  l'équation  d'une  des  tan^^entos  parallèles,  par  exemple 

uc  -h  vy  +  \/a'hi-  +  b'-v-  —  0; 


ou  a 


^{uv  —  vu)       u\  (i^iC^  +  i'^c- 


+  v/a'M'  +  b-v-  =  0 


ou 


P 


(u\/a'-u"^  ■+-  b'-v"^  —  u'i'a'^u-  -h  b'-v'^)   \/u"-  -h  r"- 


{uv'  —  vii'jn' 


Pour  l'autre  langente,  on  aura 


,  _  (u^a^u'*  -f-  bh)'^  +  u'^aUi'  +  6*i;*)  y/u'*  4-  v'* 


{ur'  —  vu')u' 


Ku  mullipliaiit  meinhre  à  n'(Mii!)r(\  on  a 


u'^  {uv'  —  vu')* 


ou 


TP  X  TQ  = 


b^(uv'  -i-  vu  \(u''  -+-  v'*) 
tt'*{uv'  —  vu) 


expression  (jui  est  indépendante  de   n. 
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S"".    Si    b,  TP  X  TQ,  »'  et  v'   sont  lixes,  on  cmi  déduit  iinniéiliatement  que   u  el  v  sont  fixes,  et  par 
conséquent  le  lieu  des  points    V  et  (J    s'obtient  en  éliminant    a'    entre  les  équations 

{xi.r  +  vrjY   -  (dhi''   +  ù^u'»)   =  0, 

(u'x  ■+■  v'y)*  -  {a*u'*  -+■  b^v"')  ^.  0. 
On  obtient  w'»(wr  +  vij)-  —  ii^u'x  -h  r'i/)«  —  //\v*u'»  —  u'^v'^)  —  0, 

ou  2tm'(vM'  —  itv'}xy  +  (r'u'»  -  i/'^t-'-)//*  —  6*(i;*u'*  -  u^o'^)  =  0, 

ou  [2ia/'j:  +  {vu'  +  uv' )y]ii  —  b'^{vu'  +  ut-')  =  0. 

Le  lieu  est  une  hyperbole  qui  a  pour  centre  l'origine  et  dont  runc  d<îs  asymptotes  est  Ox;  elle  passe 
eu  oulrc  par  les  soniniets  du  polit  axe. 

Si  l'ellipse  donnée  est  remplacée  par  une  hyperbole,  on  changera  6*  en  —  6*  dans  les  calculs 
précédents  et  on  on  déduit  l'énoncé  suivant  : 

Soit  une  hyperbole  ayant  pour  foyers   F  el  F'. 

1°  Si  deux  tangentes  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  tangente  eu  l*  et  Q,  le  quadrila- 
tère PQFF'  n'es!  inscriptii)le  à  un  cercle  que  si  les  tangentes  parallèles  sont  tangentes  aux  extrémités 
lie  l'axe  transverse. 

2*^  Si  T  est  le  point  oîi  la  troisième  tangente  coupe  l'axe  transverse,  le  produit  TP  x  TQ  est 
indépendant  de  la  longueur  de  cet  axe. 

3°  Si  la  longueur  géométrique  de  l'axe  imaginaire  est  fixe,  le  produit  TP  X  TQ  constant  el  la 
direction    PQ    tixe,  le  lieu  des  points   P  et  Q   est  une  hyperbole. 

(J.  Hais,  à  Ëlampes.) 


249.  —  On  donne  une  famille  de  coniques  homo  focales  ;  par  U7i  foyer  F  on  mène  une  droite  fixe. 
Pmuvcr  :  1"  que  les  tangentes  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite  fixe  D  avec  les  coniques  enveloppent  une 
pnriib'ile  ayant  pour  foyer  te  point  F  et  pour  directrice  la  droite  D;  ^"  que  la  portion  de  chaque  tangent 
comprise  entre  la  conique  correspondante  et  la  parabole  est  vue  du  foyer  F  sous  un  angle  droit. 

Soient  F  et  F'  les  foyers  des  coniques,  M  un  point  de  l'une  d'elles;  prenons  la  droite  fixe  D  ou  FM 

pour  ligne  des  abscisses,  la  perpendiculaire  en   F  pour  axe  des   y. 
Posons  FM  =  p  et  désignons  par  —  a  et  6  les  coordonnées  du  foyer  F'. 

X  Le  coefficient  angulaiie  de   F'M  sera 

à  la  coni([ue  en  M, 

y  r=  qix  -  p), 

étant  bissectrice  do  l'angle    F'MX,    on  aura 

-  b  Iq 


P 


La  tangente   MT 
(1) 


(2) 
a  +  p       \  -  q''  ^  ' 

Pour  avoir  l'enveloppe  de   MT,    il  faut  d'abord  éliminer  q  entre  (ij  et  (2j,  ce  qui  donne 

b[f  -  (ce  -  pY]  =  ^y(x  -  p)(a  +  p), 

puis  éliminer;;  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  relative  à  p 

p{ly  -  b)  +  ay  -  x{y  -  b)  =  0. 

La  résultante  ix  +  af  ^  b{ly  -  b)  (3) 

représente  une  parabole  ayant  son  foyeV  eu   F',  et  la  droite  D  pour  directrice,  comme  on  le  voit  en 

transportant  l'origine  au  point     (  — «;    "^  ^)  '      '■^''  ^^^''^^  0^)  (^l<'vient 
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t°  La  tangente  MT  touche  la  parabole  (3)  au  point  x  =  {bq  —  a),    y  =  q[bq  —  (a  +  p)], 
La  droite  qui  joint  F'  à  ce  point  a  pour  coefficient  angulaire 

q[bq  -  {a  -H  /j)]  -  6 
bq  ' 

elle  est  perpendiculaire  à  F'M,  car  si  l'on  pose 

q  [bq  —  {a  -\-  p)]  —  b      —  b 


=   -  1, 

W(/  u  -+-  p 

—    h  9/r 

on  retrouve  la  relation  (2) 


bq  a  -h  p 

-  b  Iq 


a  +  p       \  —  q'^ 

AuDiBERT,  à  Marseille. 

Autres  solutions  analytiques:  MM.  J.  Vandier  (Saint-Maixenl);  Marmion  (Mojlins);  Rassal  (Foulouse);  E.  Giltier  (Bordeaux). 

M.  Bassal  fait  remarquer  que  l'on  obtient  le  théorème  demandé  en  transformant  par  polaires  réciproques 
cette  proposition  : 

Lo  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  une  famille  de  cercles  ayant  deux  à  deux  même 
axe  radical,  par  un  point  de  cet  axe  radical  est  le  cercle  ayant  ce  point  pour  centre  et  passant  par  les  points 
limites  de  la  famille.  Il  suffît  de  prendre  pour  cercle  directeur  un  cercle  ayant  pour  centre  l'un  des  points 
limites  et  passant  par  le  point  donné. 

M.  Marmion  fait  observer  que  celle  question  est  traitée  dans  la  Géométrie  analytiqw;  de  Painviu,  p.  70:2; 
ce  qui  n'est  pas  très  surprenant.  Eu  cherchant  bien,  on  trouve  tant  de  choses  dans  cet  ouvrage  remarquable! 

Solution  géomktriquk.  —  i*"  Par  chaque  point  M  de  D 
passent  deux  coniques  homofocales,  et  leurs  taiigoules  MX,  MN'  sont 
perpendiculaires;  de  plus,  les  symétriques  o  et  9'  de  F'  par  rapport 
à  ces  tangentes  sont  évidemment  sur  D.  MN  et  MN'  enveloppent 
donc  une  parabole  de  directrice   D   et  de  foyer  F'; 

'2.°  Les  angles  MF'N,  MF'N'  sont  évidemment  droits,  puisque  M 
est  un  point  de  la  directrice  de  la  parabole   (Théorème  d«'  Lahiret. 

(A.  AUDOUIN.) 

Solution  analogue  par  .MM.   Bailly  , Dijon);    A.  Marmion  (Moulins);    E.  Bassal  (Toulnise)  ; 
.1.  Vanhikr  (Sainl-Maixent);  BouiiniF.NNE. 


251.  — On  considère  une  conique  à  centre  et  ileux  points  fives  P,  P'  situes  sur  un  nuUn-'  diamètre: 
soit  MM'  un  dinmè  Ire  air  inhie  de  Ut  conique,  M  et  ^V  étant  le<  points  de  rencontre  de  ce  diimètre  ol  delà 
conique;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites   PM,  P'M'. 

Je  rai)i)orto  la  conique  au  dianiMn'    PP'    et  à  scn  conjugué,  ol  soit 

l'équation  do  cette  coni(iuo;  appelons   f/,    et   a^   les  abscisses  de   P  et  de  P'. 
Les  coordonnées  do   M  étant  .r^„  y^,  celles  do  M'  sont  —  a*,,  —  y«. 
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Soient   (x,  y)   les  coordonnées  d'un  point   II    du  lieu.  Les  équations  de  HM   et   do    HM'   étant 

X  —  .r  _  Y  —  y 
x~^  x~  yo-y' 
X-x      Y -y 


le  point   H    sera  un  j)oint  du  lieu  si 


a-o 

-h  X 

?/o 

+  // 

«'i 

—  X 

- 

-  // 

^0 

—  X 

2/o 

-  y 

«2 

—  X 
■^  X 

- 

-  y 

Xo 

y. 

+  y 

xl 

.i- 

1 

^  0. 

A       B 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  demande  en  éliminant  a^o,  y^   entre  ces  trois  équations.  Les  deux 
premières  donnent 


Xn     — 


a?(a,  +  a.^)  —  la^a.^ 


a., 


yo  = 


y{ai  +  a^).^ 
a,  —  a,   ' 


l'équation  du  lieu  est  donc 


13  (ai  —  «j)'^ 


A  (a,  -  a^Y 

C-tte  équation  représente  une  conique  homothétique  à  la  proposée  et  dont  le  centre  est  sur  l'axe 
des   X  et  a  pour  abscisse 


rt,    +    Oj 

c'est  le  conjugué  harmonique  de  0   par  rapport  à   P  et  P'. 


Bernard  De.n.un,  lycée  de  Rouen. 


Solutions  analogues  :  MM.  .\un.ins,  lycée  Louis-le-Grand:  Baili.t,  à  Dijon;  J.  Hais,  à  Élampe?  ;  Mahmion,  à  IMoulins ,  IIusson,  soldai  au  26' de 
ligne,  àNancy;  Vandier,  àSainl-Maixenl;  Villeûuey,  à  Semur;  1'.  Goljo.n;  E.  Galtibu  (Boidoauxi. 


SOLUTION  GÉOMKTiUQUE.  —  Cousidcrons  une  position  quelconque  du  diamètre  MM'.  En  joignant 
les  points   P   et  M,   P'   et  M',   nous  obtiendrons  un  premier  point  du  lieu  N;    nous  en  aurons  un 

second  N'  en  joignant  P'   et  M,    P   et   M'. 

Dans  le  quadrilatère,  PP'  MM'  NN',  0  est  le  milieu  de  la  diago- 
nale MM';  donc  Q  est  le  milieu  delà  diagonale  NN'  qui  est  parallèle 
à  MM'.  Le  point  Q  est  fixe,  puisqu'il  est  le  conjugué  de  0  par 
rapport  au  couple   PP'. 

Par  suite,  le  lieu  des  points  tels  que  N,  N'  est  une  conique  homothé- 
tique de  la  conique  proposée,  P  et  P'  étant  les  deux  centres 
d'homothctie. 

Dans  le  cas  oîi  les  points    P    et   P'    sont  sur  la  conique,  le  lieu 


devient  la  drnile  de  rinfini. 


L.  Bassal,  à  Toulouse. 


Solutions  analogues  :  MM.  nouRRiEN."«E  ;  niii.i.r,  à  Dijon  ;  M»n<iiON,  i\  Moulins;  Hlsso;(,  soldat  au  20'  de  ligne,  à  Nanry. 
Autre  solution  péo  nc'lri'iue  :  M.  Cheronnkt,  lycée  Con'lorcol. 

M.  Baii.i.y  fdii  r.  marquer  que,  si    PM    se  confond  avec   PP',    les  points  N    et   N'    sont  indéterminés,  et 
par  suilc  la  droilc    l'I''   fait  auvsi  f)arlie  du  Hou. 
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Généralisation.  —  On  peut  géuéraliser  le  problème.  En  effet,  considérons  deux  cônes  ayant  poar 
base  commune  la  conique   (G)   donnée  dans  le  plan   H    et  pour  sommets  deux  points  quelconques 

(p,  p),  (q,  q').  On  sait  que  l'intersection  de  ces  deux  cônes  est  une 
conique. 

Soit  (r,  r')  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  horizontal  H.  Menons 
par  r  une  sécante  rab  à  la  conique.  Les  droites  pa,  qb;  qa,  pb  se 
coupent  en  des  points  tels  que  m,  qui  est  uu  point  de  la  projection 
de  l'intersection. 

En  d'autres  termes,  le  lieu  des  points  m  et  n  est  une  conique. 
Elle  aura  des  points  à  l'infiDi  si  pb  et  qa   peuvent  devenir  parallèles. 

Dans  le  cas  du  problème  propos5,  le  point  fixe  r  par  lequel  on 
mène  les  sécantes  est  le  centre  de  h  conique. 

A.  AuDOuiN,  lycée  Louis -le-Grand. 

M.  Marmion  a  également  généralisé.  On  considère  deux  points  quel- 
conques P,  P'  et  une  transversale  mobile  OMM',  0  étant  sur  PP'.  Le 
lieu  est  encore  une  conique  liomologique  de  la  première  par  rapport  à  P  ou  P',  l'axe  d'homologie  étant  la 
polaire  de    0   par  rapport  à  la  conique  donnée. 


avec  la  condition 
en  désignant  par 


254.  —  On  donne  un  triangle  fixe  ABC  el  l'on  considère  des  coniques  inscrites  dans  ce  Irimigle  et  telles 
que  leurs  cercles  orthoptiques  passent  par  un  point  fixe  F.  Enueloppe  des  côtés  du  triangle  polaire  de  ABC 
par  rapport  à  ces  coniques. 

Les  droites  isotropes  issues  de  F  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes  loî  coniques  considérées, 
puisque  les  tangentes  menées  par  le  point  F  à  ces  coniques  sont  rectangulaires. 

Nous  généraliserons  la  question  en  supposjnt  que  deux  droites  fixes  quelconques  sont  conjuguées 
par  rapport  à  ces  coniques. 

Prenons  le  triangle  donné   pour   triangle    de   référence;   l'équation   tangentiolle   des   coniques 

inscrites  est 

f{u,  V,  îv)  —  avw  +  bivu  +  cuv  =  0 

a{v'iv"  +  w'v")  +  b{w'u"  +  u'w")  +  c(uv"  4-  vu")  =  0,  (I) 

u'x  +  v'y  +  w'z  —  0, 

u"x  +  v"y  +  tv"z  =  0, 

les  équations  des  deux  droites  fixes  conjuguées  par  rapport  à  ces  coniques. 

Les  coordonnées  de  la  polaire  du  point  A   {u  =  0)   sont  déterminées  par  les  équations 

f„'  =  aw  -I-  cw  =  0,  /a.  =  oy  +  6u  =  0.  (-2) 

Éliminons     «,   b   qX  c    entre  (i)  et  (2);  on  a 

u{v'io"  -f-  îr'y")  —v{w'u"  -\-  u'w")  —  w[u'v"  -h  v'u")  =  0, 

ce  qui  montre  que  la  polaire  du  point  A  passe  par  un  point  fixe. 

Il  est  aisé  de  déterminer  ce  point.  Nous  considérerons  pour  cela  les  coniques  du  faisceau  qui  se 
réduisent  à  deux  points. 

Désignons  par  1)  et  D'  les  deux  tlroitrs  lixtvs  (jui  se  coupent  au  point  F.  Menons  par  ce  point 
la  droite  conjuguée  harmonique  do  FA  par  rapport  à  Detl)';  cetle  droite  rencontre  BC  au  point  a, 
les  deux  points  A  et  a  constituent  une  conique  du  faisceau,  et  par  rapport  à  ci>lte  conitiuo.  la  droite 
Aa  est  la  polaire  dos  points  B  ot  C, 
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On  construira  de  la  même  manière  lesilroites  Bfi  et  Cy;  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  toutes 
les  coniques  passera  par  le  point  de  renconlre  de  Bji  et  de  Cy,  et  l'enveloppe  demandée  se  réduit 
aux  trois  sommets  du  trianp:le  formé  par  les  droites   Aa,  Bp  et  Cy. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  analytiquement  que  le  \)o\ni  de  rencontre  de    B(î   et   Gy    a  pour 

coordonnées 

i-'ic"  4-  uj'd'\  —  (w'ii"  +  u'tv')  et  —  (u'v"  +  v'u"). 

Dans  le  cas  particulier  donné     Fa,    F[B   et  Fy    seront  respectivement  perpendiculaires  à    FA, 

FB    et    VC. 

A.  Marmion,  lycée  de  Moulins. 

M.  Ë.  l!oi'RKiE>'NE  a  résolu  la  même  queslion. 


256.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  un  cercle  enun  point  donné  et  dont  les  axes  ont  une 
direction  donnée.  Scient  A.  et  B  les  points  où  l'une  de  ces  paraboles  coupe  le  cercle.  Trouver  le  lieu  du  pôle 
de  AB  par  rapport  au  cercle. 

Prenons  pour  origine  le  point  donné  0  sur  le  cercle,  et  pour  axe  d.s  x  le  diamètre  qui  passe  par 

le  point  0.  L'équation  du  cercle  sera 

x^  +  |y'^  -  2Ra;  =  0. 

Soient  a,  H  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu;  je  forme  l'équation  de  la  polaire  de  ce  point  par 
rapport  au  cercle  et  j'écris  que  par  l'intersection  du  cercle  avec  Oij  et  cette  polaire  passe  une  parabole 
dont  l'axe  a  une  direction  donnée  de  coefficient  angulaire  m. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  au  cercle  au  point  0  et  passant  par  les  points  de 
rencontre  du  cercle  et  de  la  polaire  du  point  a,  S  est 

.r-  -h  ?y*  -  2R,r  +  Ix  [{oc  —  'R)x  -^  {:.y  -  Ra]  =  0. 

L'ensemble  des  termes  du  deuxième  degré  doit  être  proportionnel  a  (y  —  mx)^,  et  comme  le 
coefficient  de  y*  est  l'unité,  on  aura 

a;^  +  ?/*  4-  Ix  [(a  —  R)  a;  +  py]  =  (y  —  mxy, 
ce  qui  donne  ^î5  —  —  2m, 

1  +  X(a  -  R)  =  m\ 
En  éliminant  /.  on  obtient  2m{a  —  R)  +  ^{m^  —  1)  =  0. 

Le  lieu  est  une  droite  passant  par  le  centre  du  cercle. 

Lances,  lycée  Hoche. 

Solution  oéomf^thiql'k.  —  La  tangente  en  O  au  cercle  et  la  corde  AB  sont  également  inclinées  sur 
l'axe  de  la  parabole;  cet  axeayant  une  direction  fixe,  ainsi  que  la  tangente  au  ceic'.e  au  point  0,  il  en 
résulte  que  la  corde  AB  a  aussi  une  direction  fixe,  et  par  suite  le  lieu  de  son  pôle  est  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  du  cercle  sur  cette  direction;  il  est  facile  à  construire. 

J.  Vandier,  soldai  au  ll'i"'  d'infanterie,  à  Saint-Maixent. 

Onl  envoyé  des  solutions  exaclM  :  MM.  A.  Aidolin;  Baili.v,  lycée  rio  Dijon;  E.  Oaui  m  Itunleaux);  E.  N.  IUhisifn;  Louis  Bassai..  à  Toulouse; 
BocKHiBSNF.:  Bf^riiarl  Denain,  lycée  de  Rouen;  E.  Kalcii.lon;  Goujun  ;  J.  Hais;  Hussofi,  soldat  au  20-'  de  lii,'nc.  a  Nancy;  M.  Mkynikh,  écoh'  fiainl- 
Sixisberl.  a  Nancy  ;  A.  Mohei.,  ingénieur  au  Creusol;  Georges-Alfred  Pouilliabt,  à  Clermont-I'.rrand  ;  J.Villeoueï.  répélilour  au  coilèfc'o  «le  Saumur. 
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190.  On  donne  un  cylindre  vertical,  à  section  circulaire,  qui  renferme  un  piston  et  peut  être  mis  en 
communication  par  le  bis  avec  l'air  libre,  par  le  haut  avec  une  machine  pneumatique  ou  avec  l'air  libre. 

Le  piston  étant  au  bas  de  sa  course  et  le^  communication -i  étant  élablie>  par  le  bas  avec  l'air  extérieur. 
Par  le  haut  avec  la  machine  pneumatique,  on  demande  de  déterminer  : 
4°  Le  temps  nécessaire  pour  arriver  à  mettre  le  piston  en  équilibre; 
2'^  La  pression  correspondante  au-dessus  du  piston; 
3"  La  vitesse  et  la  durée  de  l'ascension. 

On  négligera  la  variation  de  la  pression  atmosphérique  sur  la  hauteur  du  tube  et  on  considérei^a  le 
frottement  du  piston  sur  les  parois  du  cylindre  comme  exprimé  par  un  certain  nombre  de  kilo- 
grammes dont  on  tiendra  comple  dans  le  poids  du  piston. 

Application  :     D,  diamètre  du  cylindre 1™.G0 

L,  longueur  du  cylindre 600°* 

P,  pression  atmosphérique \^0\){)î^^ par  mètre  carré. 

Xii,  poids  du  piston iOOOO''' 

f,  frottement  du  piston 300''° 

V,  volume  des  deux  cylindî-es  de  la  machine  pneumatique.  30°"^ 

N,  nombre  de  tours  de  la  machine  par  minute  ....  ;24 


(Ecole  des  Mines  de  Saint- Etienne,  4S92.) 

Le  piston  est  en  équilibre,  c'est-à-dire  prêt  à  se  mouvoir  de  bas  eu  haut,  dès  que  l'on  continue  à 
faire  le  vide,  quand  la  pression  exercée  sur  la  base  inférieure  SP  est  égale  à  la  pression  exercée  sur 
la  base  supérieure  :  SP'  +  id  -h  f.   Set  P'  étant  la  surface  du  piston  et  la  pression  qui  s'exerce  au-dessus. 

Donc  :  SP  =  SP'  -firf  +  f.  {{) 

Cette  équation  donne  la  pression  correspondante  au-dessus  du  piston. 

Soit  X  le  nombre  de  tours  qu'il  a  fallu  produire.  Le  nombre  de  coups  de  pistons  do  la  machine 
pneumatique  est  2a;. 

Soit   V  le  volume  de  chaque  cylindre  de  la  machine. 

Le  volume  du  cylindre  récipient  étant  SL,    on  a,  d'après  la  formule  de  la  machine  pneumatique, 

SL     \2-f 
SiTTTJ    ' 


P'  =  P 


équation  de  laquelle  on  tire  x   au  moyen  des  logarithmes,  et  le  temps  nécessaire  pour  effectuer  ces 

N 
X   tours  est  —  —  /,    N   étant  le  nombre  de  tours  de  la  machine  par  minule. 


X 


Continuons  à  faire  le  vide.  Comme  le  pistou  est  maintenant  eu  é  juilibro.  il  va  monter  de  façon 
que  la  pression  supérieure  reste  invariable. 

A  chaciue  coup  de  piston  de  lu  machino  pneumatique,  le  vuhimo  d"air  enlevé  étant  V.  il  faut,  pour 
que   P'   soit  invariable,  que  le  volume  du  cylindre  récipient  diminue  aussi  do  V. 

Soit  X  le  nombre  de  tours  nécessaire  pour  que  le  piston  arrive  au  somnu't  ilu  cylindre.  On  aura 


donc 


2V.r'  =  SL. 


Cette  équation  donne  x'   et  l'on  en  tléduit  la  durée    /'    de  l'ascension  par  l'éciuation 


f  = 


N 
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Quuut  à  la  vile:?se  du  piston,  elle  est  Joniiée  par 

espace       L 

temps         l' 
Eu  eirectuant  les  calculs,  on  trouve: 

\°  Temps  nécessaire  pour  arriver  à  mettre  le  piston  en  équilibre  :     37",r); 
2"  Pression  correspondante  au-dessus  du  piston  :     ■'j.778''*<,2; 
3"  \  iiesse  et  durée  de  l'ascensiou  : 

V  =  11"',93l)  par  seconde, 

t'  =  60",26oG. 

(G.  Lavigne,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Sainl-Élienne). 


191.  —  On  preni  un  lube  de  verre  bien  cylindrique  de  1"'  de  long,  dont  la  section  intérieure  est  de 
1' •  (7  dont  lu  section  extérieure  est  de  2"',  en  sorte  que  la  section  du  verre  soit  de  1"^''. 

Le  tube  étunt  supposé  fermé  à  une  de  ses  extrémités  par  un  fond  plat,  sans  épaisseur  et  sans  poids,  on 
remplit  ce  tube  de  mercure,  on  le  renverse  dans  une  cwe  profonde,  on  y  introduit  i^'^'dair  à  la  pression 
et  à  la  tcmpéralure  ambiantes  et  on  l'abandonne  à  lui-même  dans  une  p  'sition  verticale. 

On  demnn'le  : 

1"  Quel  sera  le  volume  de  l'air  intérieur; 

2°  Quelle  sera  la  différence  de  niveau  du  mercure  dans  l'intérieur  du  tube  et  à  l'extérieur. 

On  prendra  pour  densité  du  mercure  13,0,  pour  densité  du  verre  2,49  et  ]>our  pression  extérieure  0"',G(i 

(Ecole  (lex  Mines  de  Saint- Etienne,  1892.) 

Soit   H    la  pression  atmosi)hérique  eu    MN,    évaluée  eu  centimètres  de  mercure. 
En  AB  la  pression  atmosphérique  est  égale  à   H   moins  le  poils  d'une  colonne  de  longueur 
X  +  y  et  d'unité  de  section,  c'csl-à-dirc  moins 

{X  +  y)^  X  0^^0)1-293. 

La  pression  de  l'air  du  tube  en  CD  est  H  --  y. 

La  pression  de  cet  air  au  voisinage  de  AB  est  égale  à   H  —  ?/   moins  le  poids 
de  cet  air.  D'après  les  données,  ce  poids  est  égal  à 

10^  X  0,001293. 

Les  pressions  exercées  sur  la  surface   AB   de  haut  en  bas  sont  : 
1°  Celle  qui  résulte  de  l'atu^iosphère  : 


A 

B 

1 

M 

C    D 

i  ; 

.  .-> 

2 


H  -  (x  +  y)  ^  0,0012931  13,6  ; 


y-  Q      R  S 

2'^  Le  poids  du  verre  :  249  grammes. 

Los  pressions   cxccées  de  bas  en  haut  sur   AB    sont  : 

1"  La  poussée  de  l'air  intérieur: 

H  -  V  -  10  ]^  0,001293]  13,6; 
/b  J 

2'  La  poussée  du  mercure  sur  la  surface   PQRS  ,  c'est-à-dire 

(100  -  X  -  y)13,6; 

3"  La  poussée  atmosphérique  sur  PQRS,  c'(!st-à-dirc   13,6  H. 

Comme  il  y  a  équi  ibre,  on  a 


H  -  y  -  10  ^"-0,001293 


13,6  4-(100-x-»/)l3,6  +  13,6H  =  2 


n 


H  -  ton-//)  —  0,001293 
/6 


13,0  +  2V9. 


La  loi  de  Mariottc  donne  pour  le  volume  d'air  contenu  dans  le  lube 

lOH  =  x(n  -  //). 
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Ces  deux  équations  résolues  simultanément  donneront  x  ai  y . 

Comme  les  données  du  problème  ne  disent  pas  de  tenir  compte  des  variations  de  pression  avec 
les  hauteurs,  on  peut  supprimer  les  termes  de  correction  et  les  é-juations  deviennent 
(H  -  7/)I3,6  +  flOO  -  X  -  î/)I3,6  +  13,(J  H  =  2  H  x  13,6  +  249 
ou  bien  (100  -x-  y)13,6  =  -249  +  13,6  xj,  (1) 

toujours  avec  l'équation  lOH  =  a?  (H  —  y).  (2) 

En  résolvant  ces  deux  équations,  on  trouve 

X  =  17.2o,        y  =  32,2. 

On  peut  remarquer  que  l'équalion  (1)  signifie  que  la  poussée  du  mercure  sur   PQRS   est  égale  au 
poids  du  verre,  plus  le  poids  du  mercure  soulevé. 


(G.  Lavigne,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Élienne.) 


CONCOURS    DE    1893  (Suite), 


ÉCOLE  CENTRALE 
(Deuxième    session). 

Géométrie  analytique. 

292.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectancjulaires   Ox  et  0\j   et  l'ensemble  de  deux  droites 

X(y  _  6)2  +  (x  _  a)2  =r  0. 

1"  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  qui  admettent  ces  deux  droites  pour  diamètres  conjugués 
et  qui  de  plus  sont  tangentes  à  Taxe  des  x. 

Démontrer  que  par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  faire  passer  deux  de  ces  coniques. 

2'  On  considère  les  deux  coniques  A  qui  passent  par  un  point  (0,  q)  de  l'axe  des  y,  et  on  demande  le 
lieu  du  point  do  concours  des  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origine  à  ces  deux  coniques,  quand 
on  tait  varier   q.    Ce  lieu  est  une  parabole  qui,  si  l'on  fait  varier  X,    a  deux  points  lixes  et  un  diamètre  fixe. 

3°  Laissant  X  fixe,  on  fait  mouvoir  le  point  {a,  b)  sur  la  parabole  qui  a  pour  équation  a  —  p'.'-,  et  l'on 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  parabole   P    avec  celui  de  ses  diamètres  qui  est  coDJugué  à  la 

direction  ayant  r-r  pour  coeiïicient  angulaire. 

'^^  (Durée,  4  heures.^ 

Calcul  irigonométrique. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  a,  b,   et  le  rayon  du  cercle  circonscrit   R. 

On  donne  a  =  4737,523,  b  =  3427,045,  R  =  0743,823. 

(Durce,  I  Jieurc  et  demie.) 
(k'omctric  descriptive. 

293.  —  Intersection  d'in  toiu-:  kt  d'un  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallMemont  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  IbO  millimètres  du  petit  côté  supérieur. 
L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  o,  à  égale  distance  des  grands  côtés  du  cadre  et  à  115  milli- 
mètres en  avant  de  la  ligne  de  terre. 

Le  centre  du  tore  est  à  50  millimètres  au-dessus  du  plan  borizonlal.  Le  centre  du  cercle 

générateur  du  tore  est  à  85  millimètres  de  l'axe  et  le  rayon  de  ce  cercle  est  de  15  millimètres. 

Le  sommet  du  cône  est  sur  l'axe  du  tore  à  135  millimèlrcs  au-dessus  du  pi. m  horizontal. 

La  directrice  du  cône  est  la  section  faite  dans  le  tore  par  uu  pUiu  bitang-nt  perpendiculaire 

au  plan  vertical  et  incliné  dans  le  sens  qu'indique  la  ligure. 

On  demande  do  représeulor  par  ses  deux  projections  le  tore  supposé  plein,  en  supprimant 
la  portion  de  ce  corps  comprise  à  l'intérieur  du  cône. 

l)n  indicpiera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer  un   poiui 
quelconque  do  l'intersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 
7't7re  rxlérieur  :  lNri:usi:c.TU)N  m-:  siiukaces. 
Tilrc  intérieur  :  TouE  TuoiiÉ  v\\\  un  oone. 
Los  lilivs,  en  lettres  dossiiaVs,  sont  di-  ngiieuf.  Lo  c;ulio  a  O"",*;!!!  sur  o°',i70.  (Durée,  i  heurts.) 
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Physique  et  Chimie. 

I.  294.  —  Un  vase  A  ouvert,  d'une  section  égale  à  lO*^""!  et  d'une  hauteur  de  10  mètres,  est  réuni  paruu 
tube   GMD   plein  de  mercure,  d'une  section  de  l''""i  el  d'une  hauteur  illimitée,  avec  un  vase   B  clos,  d'une 
■*—  section  égale  à  y"*""'  et  d'une  hauteur  de  10  mètres. 

Ce  vdoc    13    peut  èlre  mis  en  relation  avec  une  machine  pneumatique  pour  laquelle 


u  1 

le  rapport    -   du  volume  do  l'espace  nuisible  au  volume  du  récipient  est  égal  à  -t-^« 


Ou  l'ail  dans  le  vase    B    un  vide  aussi  complet  (jue  le  permet  la  machine  pneumatique 
et  en  môme  temps  on  verse  assez  d'eau  dans  le  vase   A  pour  le  remplir  complèlement.  La 
pression  atmosphériciue  étant  0'", 760  au  moment  de  l'expérience,  on  demande  la  hauteur 
de  la  colonne  de  mer.ure  qui  entrera  dans  le  vaso    B. 
xsî^  La  densité  du  mercure  est  13,69. 

II.  —  Analogies  de  l'oxygène  et  du  soufre. 

III.  —  Composition  de  l'acide  sulfhydrique. 

(Durée,  3  heures.) 


ÉCOLE   DES  POiNTS   ET   CHAUSSEES 
Cours  préparatoires. 

AlijCbrc. 
Un  a  à  transporter  annuellement  d'une  carrière    A    à  une  localité    B    un  poids    P    de  pierres  extraites 


Une  route 
A 


BC  existant  déjà,  on  se  propose  d'établir  un  embranchement  rectiligne  tel  que  AX  destiné  à 
desservir  la  carrière.  On  demande  quelle  position  il  convient  de  donner  au  point 
X     pour  obtenir  la  solution  la  plus  économique  en  tenant  compte  : 

1°  De  la  dépLDse  d'établissement  de   rembranchement  qu'on   suppose 
proportionnelle  à  sa  longueur; 

x-^ ^  2"  Des  frais  de  transport  des  pierres  qu'on  admet  également  proportionnels 

au  chemin  parcouru. 
AG    ou    d    de  la  carrière  à  la  route  et  celle    CB    ou    /    de  la  localité    B 


G  /  B 

On  donne  la  distance 
point,     (>. 


Exécuter,  à  teintes  plaU  s, 


au 

(Durée:  3  heures  et  demie.) 
Géométrie  analytique. 

295.  —  Dans  un  triangle  donné  ABC  on  inscrit  des  triangles  ahc 
semblables  au  triangle  donné  et  dont  les  sommets  a,  h,  c,  sont  respecti- 
vement situés  sur  les  côtés  opposés  aux  sommets  A,  B,  C  du  premier 
triangle. 

On  demande  le  lieu  du  point  de  concours  ?/ides  médianes  du  triangle  abc. 

Examiner  le  cas  où  le  Iriaugle     ABC     est  rectangle. 

(Durée:  4  heures.. 

Lavis  (feuille  1/8  grand-aigle.) 

le  lavis  d'une  sphère  dépolie  de  13  centimètres  de  diamètre. 

(Durée:  à  heures.; 
Épure  (feuille  1/4  grand- aigle). 

SPHÈRE  ET  CÔNE  DE  RÉVOLUTION 

296.  —  in  cône  de  révolution  repose  par  sa  base,  qui  est  un  cercle,  sur  le  plan  horizontal.  Ses  dimensions 

sont  les  suivantes  : 

Diamètre  du  cercle  de  ba?c IIO'""» 

Hauteur 130""" 

La  circonférence  de  base  est  tangente  à  la  ligne  de  terre. 

Une  xphère  de  lOO"'"'  de  diamètre  a  son  centre  situé  dans  un  des  deux  plans  méridiens  du  cône  inclinés 
à  45»  sur  le  plan  veitical;  peu  importe  lequel.  Ce  centre  est  situé  à  '3o°'"'  au-dessus  du  plan  horizontal  et 
à  ih"""  de  Taxe  du  cône  ;  il  est  plus  éloigné  du  plan  vertical  de  i)rojection  que  n'en  est  cet  axe. 

On  demande,  après  avoir  cherché  les  intersoclions  des  surfaces  en  présence,  savoir:  cône,  sphère  et  plan 

horizoulal,  de  représenter  le  solide  intercepté  entre  ces  trois  surfaces. 

(Durée  :  4  heures. ^ 
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Places  d'élèves  externes. 

Analyse  et  trigonométrie. 

I.  297.  —  Trouver  une  courbe  pour  laquelle  la  distance   ma'   d'un  point   m  de  la  courbe  au  centre  de 

courbure  correspondant   /   de  sa  développée  ait  une  grandeur  constante. 

II.  —  Dans  un  triangle  ABC   on  donne  : 

a  ^  3,708  062 

b  =  6,313  854 
fi'L-— --  /  ^  ^  370  33'  7" 

et  on  demande  de  calculer   c,  B,  G   et  la  surface  du  triangle. 

(Durée:  4  heures) 

Mécanique. 

298.  —  Les  extrémités  m  et  n   d'une  tige  pesante  homogène  mn   peuvent  glisser  sur  deux  droites  fixes 

OA  et  OB,  située,  dans  un  plan  vertical  et  dont  les  directions  sont  définies 
par  les  angles  XOA  ou  a,  XOB  ou  ,3  qu'elles  font  avec  l'horizontale  OX. 
On  demande  les  conditions  d'équilibre  de  la  tige  : 

1°  Sans  tenir  compte  des  frottements  de  ses  extrémités  m  et  n  ; 
2°  En  supposant  que  ces  points  glissent  avec  frottement  sur  les  droites 
OA  et  OB   et  que  le  coefficient  de  frottement  ait  une  même  valeur  f  pour 
ces  deux  glissements. 

(Durée:  4  heures.) 
Épure  de  perspective  (feuille  i/i  grand-aigle). 

Un  tableau  perspectif  est  défini  de  la  manière  suivante  : 
hh'  est  la  ligne  d'horizon;  P  situé  au  milieu,  est  le  point  prin- 
cipal de  fuite;  la  dislance  de  l'œil  au  tableau  est  de  -iOû™'". 

Sur  ce  tableau,  Sf  est  la  perspective  de  l'axe  d'un  cône 
de  révolution.  S  est  la  perspective  du  sommet,  t  est  le  pied 
de  l'axe  sur  le  géoinétral.  Le  cercle  de  base  du  cône  a  un  dia- 
mètre qui,  dans  l'espace,  est  les  2/3  (deux  tiers)  de  l'axe.  M»j 
est  l'axe,  vertical,  d'un  cylindre  de  révolution  reposant  par  sa 
base  sur  le  géométral,  m  est  le  pied  de  cet  axe  sur  le  géomé- 
tral;  le  diamètre  de  cette  base  est,  dans  l'espace,  la  moitié  du 
diamètre  de  la  base  du  cône. 

On  demande  : 

!•>  De  figurer  perspectivement  chacune  des  deux  sur- 
faces ; 

2°  De  chercher  leur  intersection; 

3"  De  représenter  le  cône,  seul,  entaillé  par  le  cylindre. 

Go  dernier  sera  donc  supposé  enlevé. 

Dune:  i  heures.) 

Croquis  et  dessin  de  machines. 

Première  partie:  Croquis  (feuille  1/8  grand  aigle,  quadrillée). 

1"  Sur  une  première  feuille;  faire  au  crayon,  à  main  levée,  le  relevé  géométral  (plau,  élévation  et  coupe) 
de  l'un  des  objets  placés  dans  la  salle  d'examen. 

2°  Relever  ses  dimensions  (en  millinièlres)  et  les  insciiro  sur  le  oroquis. 

On  accorilo  i  liciiro  et  domic;  pour  lelte  piviiiit'ii'  parlio  du  liavail,  apivs  nuoi  le  nioili'lo  on  vi'liof  esl  rolinî  de  la  s;illo. 

Deuxième  partie  :  Misk  au  nict  (feuille  1/4  grand  aigle). 

Sur  une  seconde  feuille,  mettre  au  net,  ;'i  rencre  lic  ('liini>,  b.  une  ôchello  délorminéo,  le  croijuis  proi'odeiit. 

Nota.  —  I,"ocliolli>  i-sl  laisst'o  à  l'arliitiaiiv  do  MM.  los  oamlidals,  ollo  doit  olie  clioisie  assc/  grande  pour  ijuc  la  fouille  s^Ml  bien  remplie. 
L'échoUo  doit  6lre  dessinée  dans  une  partie  libre  de  celle  feuille. 

(Durée  :  i  hetires.) 
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CERTIFICAT  D'APTITUDE  A  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

(Première  session.) 

Arithmétique  et  algèbre. 

I.  —  Klanl  donnés  deux  nombres  entiers  A  et  13  ayant  pour  plus  grand  commun  diviseur  A,  montrer 
comment  on  peut  trouver  une  infinilé  de  syst^mes  de  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  a;  et  y  tels 
que  l'on  ait  Aa;  +  By  =  A. 

Cas  où  A  -  I,  ~  Démontrer,  sans  le  secours  des  facteurs  premiers,  que  A"  et  B"  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  A". 

Aj'plication  :  Trouver  les  solutions  entières  positives  ou  négatives  de  l'équation 

93a;  +  77i/  =  19, 
et  déterminer  en  particulier  le  système  des  deux  nombres  x  cl  y  entiers  positifs  ou 
négatifs  qui  vérilicnt  cette  équation  et  dont  la  somme  des  valeurs  absolues  est  la 
plus  petite  possible. 

II.  —  Un  angle  constant  MAP  =  a  tourne  autour  de  son  sommet  A  qui  est 
un  point  lixe  intérieur  à  une  circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  R;  les  côtés  de 
cet  angle  et  leurs  prolongements  rencontrent  la  circonférence  aux  points  M,P,N,Q; 
suivre  les  variations  de  l'aire  du  quadrilatère  MPNQ  quand  le  point  M  décrit  la 
circonférence  dans  un  sens  déterminé,  et  chercher  la  position  de  l'angle  a  pour 
laquelle  cette  aire  est  égale  à  une  aire  donnée  m^. 
On  posera  OA  =  a,  angle  MAB  =  x,  angle  PAB  =  y,  B  étant  l'extrémité  du  rayon  qui  passe  par  A. 
HT    -  299.  Décomposer  en  éléments  simples  réels  la  fraction 

x^^_\ 
xs  -  1  ■ 

Géométrie  et  mécanique. 

GÉOMÉTRIE 

300  -  Étant  donné  un  triangle  rectangle  OAB  dontkscôlés  de  l'angle  droit  sont  OA  :=  a  et  OB  ==  b,  on 
considè.e  toutes  les  droites  A  qui  ccupcni  OA,  OB  et  AB  ou  leurs  prolongements  en  des  points  M,  N  et  P  tels 
que  le  point  P  situé  sur  AB  soit  le  milieu  du  fcgmtnt  MN. 

l»  Former  l'équation  générale  des  droites    A   en  prenant  pour  axes  do  coordonnées  les  cotés  de  1  angle 

droit  du  triangle  donné.  ,     .        »    ,         ..  w  -    r  n'       .• 

-'X'Pa-  un  point  R  donné  dans  le  plan  AOB  passent  deux  droites  A  du  système  considère  ;  former  1  équation 
qui  rcVéscute  l'ensemble  de  ces  deux  droites  et  déterminer  la  région  du  plan  dans  laquelle  doit  être  R  pour 

qu'elles  soient  réelles.  . 

;}o  Les  deux  droites  A  qui  passent  par  le  point  R  et  les  deux  qui  passent  par  un  autre  point  R  se  coupent 
mutuellement  en  quatre  points  autres  que  R  et  R';  trouver  la  condition  pour  que  ces  quatre  points  soient  sur 
une  mémo  circonférence:  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  RR'  passe  par  un  point  fixe  F, 
que  l'on  déterminera. 

i"  Lieu  du  centre  de  la  circonférence  précédente  quand  R  et  R'  décrivent  une  droite 
fixe  passant  par  F.  Montrer  que  pour  un  choix  particulier  de  la  droite  fixe  toutes  les 
circonférences  correspondantes  sont  concentriques. 

MÉCANIQUE 

Deux  tringles  égales  AB  et  AC,  articulées  en  A,  s'appuient  sur  la  suriace  d'un 
cylindre  circulaire  droit  à  axe  horizontal;  elles  portent  un  fil  BDC  attaché  en  B  et  en  C 
et  de  longueur  égale  à  AB  +  AC;  au  milieu  D  de  ce  fil  est  suspendu  un  poids  P.  Déter- 
miner la  position  d'équilibre  du  système  en  négligeant  toute  espèce  de  frottement  et  en 
négligeant  les  poids  des  tringles  et  du  fil;  calculer  la  tension  du  fil  et  les  réactions  du 
cylindre  sur  AB  et  sur  AC.  Les  données  sont 

AB  _:  AC  =  BD  =  CD  =  a,  rayon  du  cylindre  =  R, 

et  l'inconnue  :  angle  ABC  =  x  sera  déterminée  par  sa  tangente;  on  traitera  complètement  la  question  dans  le 
cas  particulier  où  a  =  oR. 


Le  Rédacteur ■  Gérant  :  H.  VUIBERT. 
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ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE  (Concours  de  18ÎJ3). 


274.  —  '/°  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (G)  étant  représentées  par  les  formules 

2  2  2 

t  -  a  "^        t  -  Jj  t  -  c 

ou  t  désigne  un  paramètre  variable  et  u,  b,  c  sont  trois  constantes  diflereutes,  on  considère  tous  les 
segments  de  droite  dont  les  deux  extrémités  sont  sur  la  courbe  (C)  et  on  demande  de  trouver  la  surface  (S). 
lieu  des  milieux  M  de  ces  cordes. 

2"  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (C)  et  ses  trois  asymptotes. 

■i"  Montrer  qu  à  chaque  point  M   de  celte  surface  correspond   une  seule  corde  de  la  courbe  (C)  aijanl 
son  milieu  en  M.   Discuter  analytiquemcnt  et  mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites  tracées  sur  la  surface  (S). 

4°  Délimiter  la  région  du  plan  des  xy    oii  doit  se  projeté/-  un  point   M    de  la  surface  (S)  pour  que  la 
corde  dont  ce  point  est  le  milieu  Joigne  deux  points  réels  de  la  courbe  (G). 

5°  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  finie  sur  la  surface  (S). 

6'"  Trouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (C)  dont  les  milieux  sont  sur  une  droite. 

Nous  supposerons    a  >  6  >  c  >  0. 

1.  Soient    /j    le  paramètre  d'un  second  point  de  (i>),   x,  //,  z   les  coordonnées  tlu   milieu  de  la 
corde  {t,  /J. 

n       '      r,'  '  ^  Il  11 

Des  égalités    x  —  H >         y 


0,  (S) 


t  —  a       ti  —  a  t  —  b       II  —  b  t  —  c       ty  —  c 

ou  lire  xtti  —  (I  +  ax)  [t  -+-  /,)  +  «(2  +  ax)  —  0,     \ 

ytt,  -  (l  -t-  by)  [t  +  t^)  +  6(2  +  by)  =^  0,     (  (i) 

ztU  -  (I  +  cz)  (t  -h  f,)  4-  c(2  +  cz)  ^  0.     ) 
L'élimination  de    ^/,    et  de    t  +  /,    donne  l'équation  de  la  surface    S    sous  les  doux  formes 

\     X         1  +  ax        a{-'2  +  ax) 

V         l  -i-  f>!J         ^  (-  +  f»j) 
ou  I     .-         1  +  f=         c[''2  +  Cv) 

(a  —  b)ia  —  c){b  —  c)xyz  —  {a  —  b){a  +  6  —  2c'j  xy  -i-  {a  —  c){a  +  c  —  26)  xz  —  [b  —  c){b  -i-  c  —  2a)  y- 

-I-  2(6  ~  c)x  -  2  (a  -  c)y  4-  2  (a  -  6)5  =  0. 

2.  Les  milieux  tics  côtés^  du  polvi^one  inliuilésimal  inscrit  dans  [C)  sont  sur  (S>.  A  la  limite. 

ces  cordes  deviennent  tangentes  et  leurs  milieux  coïncident  avec  les  points  de  contact.  La  courbe    (1 

est  donc  située  sur  la  surface   S.    D'ailleurs,  o-i  vérilie  que  le  déterminant  s'anuuL*  identiquement 

2  2  2 

pour    X  —  —^ —  >      Il  --  — —-;  1      z  —  '  — —  • 
*  t  -  a       '^       t  —  b  t  -  c 

En  éliminant   /    entre  ces  relations  prises  tleux  à  ileux,  on  obtient  les  étiuatious  des  trois  hyper- 
boles i)rojections  de    (C)    sur  les  trois  plans  des  coordonnées 

{il  -  6)  .xy  -\-  2(y  —  x)  --  0,     \ 

(a-  c^xz  -h2(-  -.r)  -0,     i  {1 

(6  -  c)yz-   4-  2(r-  -  //)    -  0.     ) 
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Les  usyinptoles  de  ces  hyperboles  sont  icspectivemeiil 

^a  -  b)x  -h'l  =  0,  {a  -  h)  y  -  ;2  =  0, 

{a  -  c)œ  +  '1^  0,  {a  -  c)  z  -  '1  =  0,    ^  (3) 

(6  -  c)  i'  +  2  =  0,  (b  -  c)  z  -'1  =  0. 

Les  trois  droites  d;ms  l'espace,  que  ces  équalions  reprôscutent.  sont  les  lieux  des  milieux  des 
cordes  do  (C)  qui  se  projettent  sur  les  diamètres  des  hyperboles  (2)  et  sont  par  conséquent  situées 
sur  la  surface  S.  On  vérifie  que  le  déterminant  (S)  est  annulé  identiquement  par  ces  groupes  de 
valeurs  de  deux  coordonnées,  la  troisième  demeurant  indéterminée. 

La  surface  représentée  par  l'équation 

((a  -  b)x  +  2)((6  -  c)y  +  2)((a  -  c)z.  -  2)  +  X((«  -  c)x  +  2)((a  -  b)y  -  ^){{b  -  c)z  -  2)  =  0, 

est  du  3*^  degré  comme   (S)  et  renferme  aussi  les  droites   (3).   Ces  deux  surfaces  coïncideront  si  l'on 
fait    X  =  1.    On  en  conclut  que  les  trois  asymptotes  de  (G) 

{a  -  c)  .r  +  2  =  0,  (6  -  c) y  +  2  =  0,     J 

(a  -  bjx  +  2  =  0,  {b  -  c)z  -  2  =  0,     [  (4) 

(a-6)?/-2  =  0,  (a-c)^-2  =  0,     ) 

sont  situées  sur    (S). 

3.  Si  des  deux  premières  équations   (1),    ou  tire  les  voleurs  de   t  +  <i    et  de    Iti,    on  trouve 

(a^  —  b'^)xy  +  2(aî/  —  bx) 


(a  —  b)x>/  -h  y  —  X 
abUa  -  b)xy  -h  ^iy  —  x))  ■+■  a'^x  -  ¥y  4-  2(a  -  b) 


[a  —  b)xy  ~\-  y  —  X 

Les  deux  paramètres  t  et  ti  sont  racines  d'une  équation  du  second  degré  dont  les  coefficients 
sont  fonctions  des  coordonnées  x  et  y  d'un  point  M  de  (S.)  A  chacun  de  ces  points  correspondra 
une  seule  corde  réelle  ou  imaginaire. 

4.  La  condition  de  réalité  des  racines     /    et   ti     s'exprime  par  la  formule 

(a  -  b)  {(a  -  b)x  +  2)  ((a  -  b)y  -  2]  [{a  -  b)xy  +  ^(y  -  x))  >  0.  (5) 

On  en  conclut  que  la  région  du  plan  des  xy  où  se  projettent  les  points  de  la  surface  S,  milieux 
de  cordes  imaginaires,  est  comprise  entre  l'hyperbole  projection  de  (G) 

{a  —  b)xy  +  '2(y  —  x)  =  0, 
et  ses  deux  asymptotes. 

5.  En  outre  dos  six  droites  des  groupes  (3)  et  (4),  il  peut  exister  encore  sur  la  surface  (S)  d'autres 
droites  représentées  par  la  formule  générale 

//  z=z  y.x  +  [i,  Z  ■=  a'x  +  fi'. 

Gette  recherche  dont  la  méthode  est  connue  fait  reconnaître  que  les  trois  droites 

{a  -  b)ia-  c)x  -  {b  +  c  -  2a)  =  0,     (a  -  b^y  -f-  (a  -  cfz  +  2(6  -f-  c  -  2a)  =  0,  j 

(a  -  b)  (b  -  c)y  +  ia  +  c  -  26)  =  0,     (a  -  bfx  +  (6  -  c^z  +  2ia  -+-  c  -  Ib)  =  0,  \  (0) 

{a  -  c){b  -  c)z  +  i'i  +  b  -  2c j  =  0,     (a  -  c^x  +  (b  -  c)^y  +  2(a  -h  b  -  2c-)  ^  0.  ) 

sont  aussi  situées  sur  cette  surface. 

6.  Les  dioites  joignant  les  milieux  des  cordes  de  (C)  ne  peuvent  être  que  sur  la  surface  (S). 
Exprimons  (jue  la  première  du  groupe  (3), 

(fl  —  b)x  +  2  =  0,  (a  —  6j)/  —  2  =  0, 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


-211 


rencontre  la  corde  (/,  ^,)  dont  les  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

tti  {y  -  x)  +  {t  +  t^){ax  —  by)  =  a'^x  —  b'^ij  +  2(a  -  6), 
Ui  (z  —  x)  +  {t  -h  ti){ax  —  cz)  =  a^x  —  c'^z  +  2(a  —  c); 

nous  aurons  la  condition  S^^^  —  {t  +  ti){a  -{-  b)  —  —  lab. 

Éliminant     ^/,.    et    ^  +  ii,     on  a  l'équation  du  lieu 

!j  —  X  ax  —  by  a^x  —  b^y  +  '2{a  —  b) 

z  —  X  ax  —  cz  a'^x  —  c*z  +  2  (a  -  c)        —  0  , 

2  -(a +  6)  -  2a6 

ou      (a  —  byxy  —  (a  —  cyxz  —  {h  —  c)'^yz  +  2(6  —  c)a;  +  2  (a  —  c)  ^  —  2(a  +  ft  —  2c)  -  -  0, 

qui  représente  un  hypcrboloïde  à  une  nappe. 

Les  droites  du  groupe  (4)  ne  fourniront  pas  de  lieu. 
Considérons,  par  exemple,  la  première  de  ce  groupe 

(a  -  c)a;  +  2  =  0,  (6  -  c)  ?/  +  2  .=  0. 

Ces  valeurs  de  a;  el   de   y  annulent  le  critère  (o),  par  suite   ;  =  /,  =  cetj3  =  oo. 

La  droite  ne  rencontre  pas  de  cordes  réelles. 

Il  est  à  remarquer  cependant  que  les  équations  des  di'oites  du  groupe  (3)  annulent  chacune  le 
critère  correspondant.  Mais,  en  môme  temps,  l'équation  du  second  degré,  dont  t  et  /,  sont  racines, 
a  tous  ses  coefficients  nuls. 

11  y  a  dans  ce  cas  simplement  indétermination,  ce  qui  doit  être,  car  ces  droites  rencontrent  toutes 
les  fordes  ([ui  se  projettent  sur  les  diamètres  des  hyperboles  (2). 

Les  droites  du  groupe  (6)  fourniront  chacune  un  lieu. 

La  première  droite  du  groupe 

{a  -  b){a  -  c)x  -  {b  +  c  -  2a)  =  0,     [a  -  hf  y  +  [a  —  of  z  +  t{b  +  c  -  2«)  ^  0, 
donne  le  lieu  suivant  qui  est  un  paraholoïde  hj'perbolique  : 

(a  -  bY  xy  -  (a  -  cyxz  4-  ?ic(6  -  c)  +  2//  (a  -  b)  -  2z{a  -  c)  -  0. 
Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  surface  contient  la  courbe  (C)  et  la  droite  ci-dessus. 

AuDiuEiiT,  à  Marseille. 

Solution  analogue  par  AI.  V.  Uegou,  lycde  de  Marseille. 
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271.  —  H lant  donnés  un  plan  et  deux  sphères    S,  S',     de  rayons     R  et   IV.     ayant  leur  centre  dans 
ce  plan,  on  considère  une  sphère  variable,    i^.    tangente  aux  deux  premières  et  au  plan.  On  demande: 
^"  Le  Ueugèomélriqup.  du  point  de  contact  de  la  sphère  ^   avec  le  plan  donné; 
2"  Le  lieu  yèométri'jue  du  rentre  de  la  s  hère   1\ 

Solution  analytique.  —  Prenons  i)Our  plan  .rOy  le  plan  donné  ;  comme  axe  îles  .c  la  ligne  ilos 
centres  des  deux  sphères  S  et  S';  comme  axe  îles  y  la  porpendiculairo  au  milieu  i!o  cotte  lii:ne; 
comme  axe  des  z  la  normale  au  plau.  —  Désignons  par  2(/  la  distance  îles  c  ntres.  Les  é(iualions 
des  deux  sphères     S   et  8'.     ([ui  ont  pimr  rayons     U   et   H',     seront  rospei'tivcnuMit 

(.r  -  rf)*  -I-  î/»  4-  3»  -  H  *  .-  0,  (S) 

{X  +  (/)»-!-  y'  4-  2»  -  !{''=    -   0.  (S') 
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l)"auli(-'  paît,  rotiualioii  d'une  si)liôro  —  laiii^enlc  au  plan  xOy  s'écrit,  ou  uppelauL  a  et  [i  les 
cuorilounéos  ilu  puinl  de  contact  el   :    le  layou  de  la  .sphère, 

(x  -  o^Y  +  (//  -  {i)''  +  -■'  -  "izz  -=  0.  (1) 

Ecrivons  que  celte  sphère  1  a  un  contact  extérieur  ou  intérieur  avec  chacune  di^s  s[)hères 
S  el  S',  et  pour  cela  que  le  carré  île  la  distance  des  centres  est  égal  au  carré  de  la  somme  ou  de  la 
dillcrouce  dos  rayons,  on  aura  les  deux  relations 

{cl  -  ay  +  f/^  +  p-^  -  (R   =t  p)%  (1) 

((/  4-  ocY'  +  h-  -i-  p-  ^  (ir  -±  p)-.  (2) 

Prenous d'abord  dausles  seconds  membres  lesileux  signes  -h,  c'est-à-dire,  considérons  les  sphères 
1    louchant  exlérieuremeut  les  deux  sphères  données;  les  deux  relations  précédentes  s'écrivent  alors 

((/  -  a)-^  +  ,3'^  _  R  '^  _  2R  p  ^  0,  (!') 

[d  4-  ay-  +  B^  -  R"^  -  2R'p  =  0,  (2') 

a  el  p  représentant  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  S  avec  le  plan  xOij.  Le  lieu  des  points 
de  contact  s'obtiendra  eu  éliminant  p  entre  les  équations  (!')  et  (2;',  ce  qui  donne,  en  remplaçant  a  et  [i 
par  X  et  y,  ^^^  ^  ^^ 

R   —  R 

Cttle  équation  représente  une  ciicoulereuce  dont  le  cenire,  situé  sur  l'axe  des  x,  a  pour  abscisse 

d  —-^ —  .    En  appelant    C   et   C    les  deux  circonférences  sections  des  sphères    S   et   S'    par  le  plan 
R'  —  R 

xOy,   on  voit  que  le  centre  de  la  circonférence  trouvée  est  le  centre  de  similitude  externe  des  deux 

circonférences    C   et  G'.     Il  est  en  outre  facile  de  voir  que  celle  circonférence  appartient  à  la  série 

détinie  par    C  et  C,  c'est-à-dire  qu'elle  passe  par  leurs  points  communs,  lorsque  C  et  C  se  coupent. 

—  Les  points    A    et   A'    d'intersection  des  cercles    C   et    C    ])euvent,  en  effet,  être  considérés  comme 

des  sphères  de  rayon  nul  tangentes  au  plan     xOi/    el  aux  sphères  données,  de  sorte  que  les  points 

A   el  A'    appartiennent  à  la  fois  au  lieu  des  [joints  de  contact  avec  le  plan   xO;/   et  au  lieu  des  centres 

des  sphères   "L. 

En  mettant  en  évidence  le  centre,  l'équation  do  la  circonférence  {'S)  s'écrit 

(^  -  ^  w~=^ï  "^  ^'  ^  (^W    ^^'^  ^^^^'~  ^*^ ^^'^  "  ^^^'  ~  ^^^' 

La  circonférence  {S)  esl  donc  toujours  réelle,  excepté  dans  le  cas  oîi  les  deux  cercles  C  et  C 
sont  intérieurs,  el  par  suite  aussi  les  deux  sphères.  —  Lorsque  les  cercles  C  et  C  sont  tangents 
intérieurement,  le  lieu  a  un  seul  point  réel,  le  point  de  contact. 

Cas  particulier.  —  Si  l'on  a  R  =  R',  la  circonférence  {3)  devient  une  droite,  l'axe  radical  des  deux 
cerclis    C   et  C. 

En  prenant  niaintenaut  les  deux  signes  —  dans  les  é(]ualions  (1)  et  (2),  c'est-à-dire  en  considé- 
rant les  sphères  qui  touchent  intérieurement  les  deux  sphères  S  et  S',  on  trouve  la  même  circon- 
férence {'^)  comme  lieu  des  points  de  contact  avec  le  plan    xOy. 

Si  l'on  prend  le  signe  +  dans  l'une  des  équation?,  le  signe  —  dans  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'on 
considère  les  sphères  1  touchant  extérieurement  l'une  des  sphèi es  données,  intérieurement  l'autre, 
on  obtient,  par  l'élimination  de    p,    l'équation 

x^  -h  )f  -+-  2'/x  f^  ~  f^,  -H  d'  -  RU'  -  0,  (4) 

R  -h  R 
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qui  représente  encore  une  circonférence  passant  par  les  points  communs  aux  deux  circonférences 

"D'    "p 

C   et   C,     mais  dont  le  centre,  qui  a  pour  abscisse     2c?- —,     est  le  centre  de  similitude  interne 

R    4-  K 

de    C    et  C. 

2°  Cherchons  maintenant  le  lieu  du  centre  des  sphères  1.  Les  coorJoanées  du  centre  sont 
a,  p  et  p,  On  voit,  par  conséquent,  que  les  équations  (!')  et  (2')  considérées  comme  simultanées 
sont  les  équations  du  lieu  des  centres.  De  ces  équations,  on  a  déduit  par  élimination  de  z  ou  de  r, 
l'équation  (3),  qui  peut  être  considérée  comme  représentant  un  cylindre  droit  à  base  circulaire.  D'autre 
part,  en  retranchant  membre  à  membre  les  équations  {{')  et  (2'),  on  trouve 

4'ia  ^  (R'  -  Ri(R'  +  R  +  2p) 
ou  Adœ  --=  (R'  -  R)(R'  +  R  +  2z). 

Cette  dernière  équation  représenle  un  plan,  parallèle  à  l'axe  Oy  et  ayant  pour  trace  sur  le  plan 
xOij  l'axe  radical  des  cercles  C  et  C.  L'intersection  de  ce  plan  avec  le  cylindre  (3)  est  donc  le 
lieu  cherché.  Ce  lieu  est  ainsi  une  ellipse,  passant  par  les  points  A  et  A'.  <îommuns  aux  cercles 
C   et  C. 

Pour  les  sphères  H  tangentes  intérieurement  aux  deux  sphères  S  et  S',  on  trouve  comm.e  lieu 
une  seconde  ellipse,  placée  sur  le  cylindre  (3).  Enfin,  pour  les  sphèr.^s  ^  ayant  avec  S  et  S'  un 
contact  de  nature  différente,  on  obtient  deux  autres  ellipses,  placées  sur  le  cylindre  (4). 

Solution  gkomcthique.  —  On  sait  que  le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères 
données  est  une  conique,  et  que  le  lieu  des  points  de  contact  sur  chacune  des  sphères  est  un  cercle 
(théorème  de  Dupuis).  Le  théorème  s'applique  encore  évidemment  au  cas  ou  l'une  des  sphères  est 
dégénérée  en  un  plan.  Ou  voit  donc  immédiatement  que  le  lieu  des  points  de  contact  avec  le  plan 
donné  des  sphères  "L  est  une  circonférence,  et  que  le  lieu  des  centres,  qui  ne  peut  évidemment  pas 
avoir  de  points  à  l'infini,  est  une  ellipse. 

On  peut  encore  trouver  de  la  façon  suivante  la  nature  et  la  position  du  lieu  dos  points  de  contact: 
Supposons  d'abord  que  les  deux  cercles  que  nous  avons  appelés  C  et  C  se  coupent  et  transformons  la 
figure  par  inversion  en  prenant  pour  origine  l'un  de  leurs  points  communs,  A.  Les  deux  cercles 
G  et  G'  se  transforment  on  deux  droites  Dj  et  Dj  et  les  sphères  en  deux  plans  Pi  et  P.,,  perpendi- 
culaires au  plan  donné   P   suivant  les  droites     D,   et  1)^. 

Les  sphères  S',  tangentes  aux  plans  P,  Pj  et  Pj,  touchent  évidemment  le  plan  P  suivant 
la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  droites  D,  et  1)..  Kn  revenant  à  la  figure  primitive,  cette  droite 
se  transforme  en  un  cercle  passant  par  l'origino  A  et  par  l'autre  point  A'  commun  aux  deux 
cercles     C   et   C,     et,  de  jjIu'',  coupant  les  deux  circonfércurcs     C   et   C     sous  le  mémo  angle. 

VA\q  a  donc  [)Our  centre  le  centre  de  similitude  diroclc  de  G  et  C,  comme  on  le  voit  facilement. 
Si  les  deux  circonférences  C  et  C  ne  se  coupaient  pa^:.  ou  prendrait  comme  origine  d'inversion 
l'un  des  cercles  limites  de  la  série  qu'elles  définissent,  ce  qui  transforme  les  sphères  S  et  S'  en 
deux  sphères  concentriques,  coupées  par  le  plan  P  suivant  deux  grands  cercles  concentriques.  Le 
lieu  des  points  de  contact  des  sphères  'L'  est  alors  un  cercle,  coucoutriquc  et  équidistantqui  devient, 
dans  la  figure  primitive,  un  cercle  de  la  série   (G,  C)    ayant  pour  centre  un  centre  de  similituile. 

Dans  le  cas  particulier  oîi  les  sphères  S  et  S'  sont  égales,  on  voit  immédiatement  que  le  lieu 
des  centres  dos  sphères  1  est  une  ellipse,  intersection  du  plan  ratlioal  de  S  et  S'  avec  le  paraboloïde  de 
révolution,  lion  des  centres  des  sphères  tangentes  au  plan  donné  P  et  à  l'unodos  sphères  S  ou  S'.  — 
On  peut  encore  considérer  cotte  ellipse  comme  l'intersection  du  plan  radical  avoi*  le  ci^ne  do  révolution 
ayant  pour  sommet  le  centre  do  la  sphère  S  par  cxomplo.  ot  j>our  diroctrico  le  ociclo  lieu  des  poitîts 
de  contact  do   1   avec   S. 

Snliilion  ;iiinIoL;iu'  |>.ir  M  I,.  Ilvs-vi,  ■\  Toulouse. 
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272.-0/1  (lonfie  lieux  sp/iéres  de  conlirs  (],  C  et  un  cône  de  révolution  de  sommet  0,  dont  t'axe  est 
perpcmliculaire  au  plan  CGC  ;   le  triangle   COC  est  rectangle  en  0.  —  On  demande: 

f^  De  former  1rs  équations  du  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  au  cône  et  aux  deux  sphères  données; 

2^  De  discuter  la  nature  de  ce  lieu  dans  le  cas  oii  le  triangle  rectangle  COL.'  devient  isocèle,  où.  les 
sphères  données  sont  égales,  et  oii,  de  plw^-,  la  sphère  variable  touche  les  sphè)-es  données  toutes  deux  extérieu- 
rement, ou  toutes  deux  intérieurement. 


l"  Prenous  pour  axes  de  cooraonnées  ks  droites  OC,  OC  et  l'axe  0:;  du  côue.  Posons  OC  —  a, 
OC  —  a'  cl  désignons  par  w  le  dcnii-aiii^lc  au  sommet  du  cône.  Soit  D  un  point  du  lieu,  appelons 
p  le  rayon  de  la  sphère  correspondante.  Considérons  le  ph«n  DO^.  Soient  OR  l'une  de  ses  génératrices 
d'intorscclion  avec  le  côue  et  OT  sa  trace  sur  le  plan  xOij.  Si  x ,  y ,  z  sont  les  coordonnées  du 
point  D  ,  ou  a  DP  =  ^  ,  OP  =  \/x^  +  if  ,  DÎV  =  oi. 

Projetons  alors  le  contour  DPOR  sur  DR ,  R  étant  le  point  de  contact  de  la 
sphère  sur  le  côue,  c'est-à-dire  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  D   sur  OR.   On  a  la  relation 

p  =  \/x^  +  ?/*  cos  o)  —  5  sin  u).  (1) 

É  rivons  d'autre   part  que   la  sphère   p   est  tangente  aux  deux  sphères 
données  : 

(a  _  ocy  ^-  y^  4-  z'  ^{n±  p)S  (-2) 

x^  +  (a'  -  yf  +  ^^  =  (R'±  p)^  (3) 

En  remplaçant  dans  yi)  et  (3j  la  valeur  (I)  de   p,   on  obtiendrait  les  équations  du  lieu. 

2°  En  faisant  a  —  a' ,   R  —  R' ,  dans  les  équations  ('3)  et  en  prenant  les  deux  signes  -\-,  c'est-à- 
dire  en  supposant  que  la  sphère  variable  touche  les  sphères   C  et  C   extérieurement  toutes  deux,  on  a 

y  =^  X 
d'où,  en  portant  dans  l'équation  (1), 

p  =  ±  x\/t  cos  0)  —  :;  sin  m.  (4) 

Prenons  par  exemple  le  signe  4-,  on  voit  alors  que  le  lieu  est  une  conique  définie  par  les  é(iuatioDS 

y  =  X,        (a  —  xY  +  //^  -4-  2*  —  (R  -4-  x\/2  cos  o)  —  5  sin  (o)*. 

C'est  une  parabole,  située  dans  le  plan  bissecteur  du  dièdre   xOzy. 

En  prenant  le  signe    —    dans  léciualion   (4)  on  trouve  une  autre  parabole.  Finalement,  le  lieu 
demandé  se  compose  de  quatre  paraboles. 

GÉoMKTitiQUE.  —  Ou  voit  très  simplement  par  la  géométrie  que  le  lieu  se  compose  d'un 
système  de  quatre  paraboles,  dans  le  cas  ou  les  sphères  C  et  C  sont  égales, 
et  ou   OC  ==  OC. 

Le  lieu  des  centres  ^es  sphères  tangentes  aux  deux  sphères  égales  C  et 
C  est  d'abord  le  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  CC  en  son 
milieu  I.  Ce  plan  contient  l'axe  du  cône.  0;r,  et  tous  les  points  du  lieu 
cherché  sont  situés  dans  ce  plan.  Soit  D  l'un  deux.  Menons  de  D  la 
pcrpcu  liculdire  DP  sur  la  génératrice  OR  d'intersection  du  côue  et  du 
plan  5OI.  On  a        DC  —  R  =  DP  ,    R  étant  le  rayon  de  la  sphère   C; 


d'oii 


1)G  =  DP  -+-  R, 
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de  sorte  qu'en  menant  dans  le  plan  zOI  la  parallèle  L  a  la  droite  OR,  située  à  une  distance  R  do 
cette  droite,  les  points  du  lieu  cherche  sont  les  points  du  plan  :;01  situés  à  égale  distance  de  la  droite  L 
et  du  point   G,    extérieur  au  plan.  —  C'est  une  parabole,  facile  à  déterminer. 

André  Cazamian,  à  Pau. 

Soluti'ins  analytiques  exactes  :  MM.  Audibert  (Marseille);  BAtLi.Y  (Dijon);  V.  Begou  (Marseille);  P.  Faoes  (Marseille);  L.  Chivbt  (Amiens). 

Autre  SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  271.  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  un  plan 
et  à  une  sphère  se  compose  de  deux  paraboloïJes  de  révolution  symétriques  par  rapport  au  plan. 

D'après  cela,  pour  avoir  le  lieu  des  centres  de  S,  nous  aurons  à  déterminer  l'intersection  de  deux 
paraboloïdes  de  révolution  A,  A'  avec  deux  autres  paraboloïdes  B,  B'  de  même  naiure.  Les  axes  de 
ces  paraboloïdes  étant  parallèles,  les  intersections  à  distance  finie  des  paraboloïdes  A,  B;  A,  B'; 
A',  B;    A',  B'    se  composent  de  quatre  ellipses  se  projetant  sur  le  plan  donné  suivant  des  cercles. 

P.  BÉGOU;  Bailly. 

272. —  M.  Bef.'^ou  fait  encore  remarquer  que  l'on  peut  montrer  aisément,  dans  le  cas  général  de  la 
question  272,  que  le  lieu  des  centres  est  sur  une  quadrique.  En  appelant  cl,  cl'  les  distances  du 
centre  variable  aux  deux  centres  fixes  C,  G'   on  a,  en  effet 

f/  =  dz  R   ±  0, 
d'  =  +  R'  ±  p, 
d'oïl,  en  éliminant   p,  ±  d  ±  cl'  =  ±  B.  ±  iV. 

Ces  équations  représentent  des  quadriques  de  révolution  ayant  pour  foyers   G  et  G  . 


Nous  avons  reçu,  trop  tar(i  pour  pouvoir  les  mentionner,  des  solutions  exactes  de  la  quoslioa  n<»  237, 
par  MM   A  Pékier  el  P.  Goujon,  et  une  solution  de  la  question  240  par  M.  A.  Périer. 
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198.  —  Trouver  l'enveloppe  de  in  droite  telle  que  ses  points  de  rencontre  avec  un  fol iuni  de  Descartes  et  avec 
l'une  des  tanyentcs  (lu  point  double  forment  une  division  luirnionique. 

L'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  le  point  doui)!»»  du  foliuni 

x^  +  //'  —  Sari/  —  0 
avec  la  sécante  ux  ■+-  vi/  +  w  —  0, 

étant  w{x^  +  rf)  +  'Saa;y{ux  4-  vif)  =  0, 

considérons  par  exemple  le  faisceau  représenté  par  l'équation 

ici/{x'  -f-  //')  +  ^n.vi/\u.r  -+-  vi/)  -^  i). 


2  If. 
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0 

7  "' 

1 

1 

4" 

2"" 

8 

1 

î"' 

?t' 

da^uviv  - 

-  ^2a"'ir' 

-  «'«  ==  0 

qui  contient,   outre  les  droites  précédentes,    l'axe   îles   x.    La    coiidilion    pour  que   ce   faisceau   soit 
harmonique  est 


0, 


c'csl-à-dire 

L'enveloppe  est  donc  une  courbe  de  la  troisième  classe.  Pour  obtenir  son  équation  ponctuelle, 
faisons     w  =  1     et  remplaçons  dans  l'équation  (2),  v   par ,     ce  qui  donne 

'SaHi{ux  +1)4-  2a^u^y  +  y  =  0 
2///''  +  Sxf  -h  3at  +  y  =0. 
Oq  aura  l'équation  de  l'enveloppe  en  annulant  le  discriminant 

{2f  -  axY  -  4(2ai/  -  x^){xy  -  a»)  =  0  (1) 

ou  ày(x^  +  y^)  -  12aa.-//^  -  3a-x-  +  Sa"»//  =  0. 


ou,  en  posant  au  =  t, 


Mais  pour  construire  la  courbe,  il  est  préférable  d'observer  que  l'équation  tangenticlle  pouvant 
se  résoudre  par  rapport  à    v,     la  courbe  est  unicursale. 

Si  l'on  désigne  en  efiTet  par  fru,  v,  w)  le  premier  membre  de  l'équation  tangentiellc,  les  coor- 
données (x,  y)  du  point  de  co'itact  d'une  tangente  {u.  v,  w)  sont  données  par 

X  _  y  _   \ 


1 


ou 


On  en  lire,  en  remplaçant    v    par  sa  valeur 


8a*t'?i'  —  <ôa'hC-       'Sa'^uw       Sahiv  —  ?>iv'^ 
lahi"  -r-  w^ 


SaHiiu 


tirée  de  l'équation  tangonlielle, 


X  = 


lu{(rUi^  -  ic^) 


2(u'w'  -  ur'- 


Faisons     u  =  1.     il  vient 


0?  = 


iu{w^  —  4a^) 


3a»  to^ 


2(a'  -  w^)  ■'        2(a-'  -  tv^)' 

w     étant  l'abscisse  changée  de  signe  du  point  oîi  la  tangente  an  point     (x,y)     rencontre  l'dx';  des     x. 

dx        -{ic^  +  ^a^f  (hj        Sa^w{h^^  -+-  "ia') 


On  a  aussi  ,      _     , 

dw         "iia'  —  îy')'  dic 

ce  qui  nous  montre  qu'aux  trois  racines  de  l'équation 

w^  +  2a^  ^  0 


2(a''  -  w'^y 


correspondent  trois  points  de  rebroussement  dont  un  seul   est  réel;  cela  nous  explique  pourquoi  la 
courbe  est  du  quatrième  degré  et  de  bi  troisième  classe. 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


-21- 


On  forme  aisément  le  tableau  de  variation  suivant 


IV 

—  co 

3  /- 

0 

a 

3    - 

a\  4 

-+-  X 

X 

+    -X) 

décroît 

a\/2                 décroît 

0 

—     X 

-+-  ->o 

décroît 

0      décroît 

—  x 

y 

0 

croît 

—  (max)    décroît 

0 

(min) 

croît 

-H  co 

—  co 

croît 

—  fl\  2      croît 

0 

y- Y 

ce  qui  détermine  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote. 


Les  branches  in- 
finies correspondan- 
tes à  la  valeur  ic=a 
ont  même  asymptote 
que  le  folium 
X  -\-  y  -h  a  =  0; 

en    outre,    en   dési- 
gnant par    Y    l'or- 
donnée     de     cette 
asymptote  et  y  l'ordonnée  delà  courbe,  on  a 

(»'"■  +  2a-)(ic  —  a) 


_  -) 


^2{a-^ 


ir^) 


Ont  n^olu  celte  quoslion  :  MM.  Cli.  Iîhaili.i  'n  (lycée  d'AniieiHi  ;  A.  Duhameaux  ^lycéc  irAinieiisi;  df,  Pangk. 


236.  —  On  (lonie  une  ellipse  E  de  centre  0.  D'un  point  M  de  cette  ellipse  omme  centre,  arec  OM  pour 
rauon,  on  décrit  un  cercle  C.  Ce  cercle  rencontre  le  grand  axe  de  l'ellipse  en  un  point  A,  le  petit  axe  en  un 
point  B,  le  diamètre  OM  en  un  point  a  et  le  diamètre  conjugué  OM'  en  i«/i  point  p.  Enfin,  la  tangente  en  M 
().  VeUipse  est  rencontrée  par  le  méine  cercle  en  P  et  eii  Q.  Le  point  M  décrivant  l'ellipse  E,  on  demande  : 

'/"  Le  lieu  du  point   p; 

2'^  V enveloppe  de  la  droite  AB; 

'}°  Le  lieu  du  point  dHniersection  des  droites   AB  e/  «3; 

4°  Le  lieu  des  points  P  cl  Q. 

1"  Soient   a  cos  o,    h  siii  :>   les  coordonnées  du  point    M.    L'équation  tlu  cercle    C   est 

x'  +  //'^  —  lax  cos  cp  —  2%  sin  o  =  0, 
et  la  droite    0[3    parallMe  à  la  taui^ente  au  point   M   a  pour  équation 

bx  cos  9  -+-  (iji  sin  o  -    0. 
En  éliminant   cp   entre  ces  doux  équations,  on  aura  l'équalion  du  lieu.  On  en  déduit 


cos  ©    - 


a//(.r'  -4-  y') 


sin  -j  =  — 


l)X[X''  ■+■  //*) 


"Jc^xn  '  2c*.ry 

et  par  suite  l'iMiuation  du  lieu  est 

(.r'^  -H  !i-'y\h\v-  -f-  n\i/^)  -   \cKr'!/^   -  0. 
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Ct'Ite  ôqnalioii  loprt'-sonlo  une  courbe  du  sixiômo  ilogrc,  symctri([uo  par  rapport  aux  deux  axes. 
On  la  construira  aisément  en  passant  en  coordonnées  polaires;  l'éijualiou  i)eut  alors  s'écrire. 

2c''  sin  0)  cos  w 


-H  \  l>'^  cos*  0)  +  a'^  sin* 


il  sulVira 


le  faire  varier    o  à    0    de    ^  '   et  de  prendre  le  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue 

par  rapport  aux  deux  axes. 

2c*  (6»  cos*  M  -  a*  siu*  o>) 
On  a  a    =  — ^ • 

(6*  cos»  oj  -H  a*  siu*  w)  3 

Soit   0    l'angle  compris  entre  0  et  ~  qui  a  pour  tangente  t/-' 

le     on  voit  que  quand  co  varie  de  0  à  0,  p  croit  de  0  à  un  maximum  qui  est 

égal  à  2(a  —  b).  Quand  co  varie  de   0  à  -  »    p   décroît  jusquà    0.   La 

tangente  au  point  qui  correspond  au  maximum  de   p   est  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur. 


2".  L'abscisse  du  point  A  est  2a  cos  .p,  l'ordonnée  du  point  B  est  26  sin  «p;  l'équation  de  la  droite 
AB  sera  donc 

+  -^ 1=0.  (i) 

2a  cos  (p       2o  sin  çp 

En  différentianl  par  rapport  à   cp,  on  obtient  après  simplification 

bx  sin^  ç»  —  ai/  cos'  ce  =  0. 

En  éliminant   cp    entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  de  l'enveloppe.  Mais  si  l'on  résout 
ces  deux  équations  par  rapport  à   x  et  y ,  on  obtient  les  expressions  fort  simples 


X  —  la  cos''  cp, 
d'oii  l'on  déduit  l'équation  de  l'enveloppe 


7/  =  26  sin''  9; 


\2a/         \26 


y\3 


Cette  équation  représente  la  développée  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  dont  les  longueurs 

^')(i'i})  '■'^ah'^  X  ... 

des  demi-axes  sont   - —   et lo  qrand  axe  étant  dirigé  suivant  Oy,  c'est-à-dire  suivant  le  petit 

c"-  c* 

axe  de  l'ellipse  donnée. 


a**.  La  droite  ap  est  perpendiculaire  à  Op  puisque  l'angle  Ojîa  est  inscrit  dans  une  demi-circon- 
férence. D'autre  part,  les  coordonnées  du  point  a  étant  la  cos  œ  et  26  sin  9,  l'équation  de  la  droite 
ap  sera 


équation  qui  peut  s'écrire 


^.     .  «  SIU  Ci   .  ^  . 

V  —  26  sin  c6  =  ; (x  —  2a  cos  cp), 

^  '       b  cos  9 


ax 


f^U 


-  2c«  =  0. 


cos  cp       sin  cp 
En  éliminant  9  entre  (1)  et  (2),  on  aura  l'équation  du  lieu. 


(2) 
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1  1  ... 

On  peut  résoudre  aisément  ces  deux  équations  par  rapport  à et  — — ;   on  obtient  ainsi  en 


prenant  les  inverses 


Uu' 


COS  Cù   — 


b^) 


i2a^ 


sm  Ci  — 


y  («^ 


/>^l 


26» 


et  par  conséquent  le  lieu  est  une  ellipse  qui  a  pour  équation 


x^{a^  +  b^)^       y\a^  +  b^f  _  a  _  n 


4a« 


46" 


4°.  Nous  aurons  l'équation  du  lieu  en  éliminant  cp  eulre  les  équations  du  cercle  G  et  de  la  tangente 
à  l'ellipse  au  point  M,  lesquelles  peuvent  s'écrire 

x"^  +  y"^  —  '2ax  cos  9  —  26/y  sin  9  =  0. 
bx  cos  9  +  ay  sin  9  —  oô  =  0. 
En  résolvant  par  rapport  à  cos  9  et  sin  9,  on  obtient 

a(x^  -+-  y^  -  26^) 


cos  9 

sin  9 


^Ic^x 
—  b(x^  -+-  y^ 


2a^) 


L'équation  du  lieu  est  donc 

a^{x^  +  //*  -  '2b^y 


b^{x^  +  y^ 


2a'')» 


=  1, 


qu'on  peut  écrire 

ib^x''  -1-  ti'ij^x'  +  y^)""  -  Mb'^x''  +  a''f){a''x^  +  6^//^)  +  4a*6*(aU-'  +  6^y»)  =  0. 
Cette  équation  représente  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  un  point  double  isolé  à  l'origine. 
Pour  la  construire,  nous  passerons  en  coordonnées  polaires;  l'équation  devient 
/'(p,  0))  —  p*(6'^  cos^^  a>  +  a'^  ?in*  m)  —  4p*(6*  cos^  w  +  a*  sin^  cù)(a''  cos''  co  +b  ■  siu'^  o) 

+  4o*6*(a'-  cos"  o)  +  6-  sin*  w)  =  0. 

II  suffira  de  faire  varier  co  de  0  à   —,    de  ne  considérer  que  les  valeurs  positives  de  ç;  on  prendra 

ensuite  le  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue  par  rapport  aux  deux  axes. 

Les  valeurs  de  p'*  sont  toujours  réelles  et  positives,  car  la  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 

4(6'^  cos''  co  +  a"  sin"  co)(a*  cos"  co  +  6*  sin"  co)[(6"  cos»  co  +  a'  sin-  co)(a"  cos'  co  -+-  6"  siu"  w) 

—  aV)»(cos"  co  +  sin*  co)»] 

4(/j"  cob»  (0  +  a"  sin"  co)(a"  cos»  co  +  b'^  sin"  (o)(c/'-  —  6")"  cos-  co  sin»  co. 

Pour   co  =:  0,   les  deux  valeurs  positives  de  p    sont  égales  i\  a\/2,   elles  varient  d'une  manière 

continue,  oti)our  co  =  —  elles  sont  égales  à   /)\/2. 

Nous  auions  donc  un  point  d(iul)le  aux  dcu.K  points 
oxtrc^mes  H  et  K  qui  sont  situés  sur  les  .ixos.  Il  est  utile 
d'avoir  les  tangentes  en  ces  points. 

Si  V  désigne  l'anglo  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente, 
on  sait  ([uc 

tgV  =  4- 

l)aulr(>  part,  z  étant  fonction  ii\iplicite  de  co,  f^    et    f^ 
étant   null(>s  pour  les  coordonnées  des  points    II  i>t  K.    on 


ou 
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aura  d-uix  valeurs  do  p,,  dotenuiiiôos  par  ré(juation 

Oïl  véritie  aisénuMit  que  /"j',  =  0  pour  les  doux  poiuts  doubles. 

On  a    /;;;  =  l-2p»(A«  ces»  (o  +  a^  sin«  w)  -  8(6»  ces'  o  +  n"  sia*  to)(a-  cos'^  c.  4-  b-"  siu-  (o), 
et  pour  les  deux  points  II  et  K,  cette  expression  prend  la  même  valeur  Um'^b^ 
De  plus,  on  voit  aisément  (jue 

/,;  -  c^  sin  2(o(p*  -  ip^c'^  cos  2co  -  ia^fe"), 
/"J  =  2c-  cos  2(o('p*  -  4pV  cos  2(0  -  ia''b-')  +  Hp^c'  sin  2(0. 

En  faisant  successivement  w  =  0,  p  1=  f;\/2,  puis  o    _-  ^^,  p  =  /;v^i>,  on  a  les  valeurs  de  p,',  et 
obtient  pour  les  deux  points 

On  voit  ainsi  que  les  tangentes  au  point  II  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  tangentes 
au  point  K. 

Il  est  alors  aisé  de  construire  la  courbe. 

II.  Ai.LARD  (Condorcct). 

Ont  résolu  la  même  que-lion  :  M\l.  E.-N.  Barisikn;  Charles  Braii.uov,  lycée  d'Amiens;  Emmanuel  Capdevieu.e ;  Félix  Duiucii,  lycée  de 
Toulouse;  Louis  F.si'iNAT,  à  i;>plnc[ial:  ^:u^è^e  Leqiintuf.c.  Ivcne  de  Toulouse:  A.  Marmiov,  Ivcée  de  Moulins;  A.  l'rit  eu,  à  Igoville;  Vii.i.kqi'ev, 
ri-ptHiU'urau  co:lè-edeSemur;  Al'doin-,  l.ouis-li>-(;rand. 


on 


250.  —  Trouver  le  lieu  des  foijcrs  des  coniques  inscrites  dans  un  trinnf/le  et  dont  l'un  des  foj/ersdécril  une 
droite.  Examiner  le  cas  oii  cette  droite  est  à  l'infini  et,  dans  ce  cas,  chercher  l'enveloppe  des  axes  du  lieu  et 
démontrer  r/u'il  existe  un  po-'nt  et  un  seul  d'oii  l'on  voit  ce  lieu  sous  un  angle  druit. 


Lieu  des  foyers.  —  Prenons  le  triangle  donné  pour  triangle  de  référence,  et  soit 

h.  +  m|3  +  Ny  "=  0 
la  droite  que  décrit  l'un  des  foyers. 

Appelons    a,,  ^3,,  y,    les  coordonnées  normales  du  foyer  qui   se  trouve  sur  la  droite 
donnée,  et  a,  fi,  y   celles  du  second. 

Si   b  est  la  longueur  du  demi-petit  axe,  nous  aurons 

aa,  =  ;B3i  :=  yy, 

/x,  4-  m%  +  ny,  =  0. 
L'élimination  de   «1,^1.71    donne 

/        ni       n 

-  +  -^  +  -=o, 

a         p         y 

qui  est  une  conicjue  circonscrite  au  triangle. 

Si  la  droite  s'éloigne  à  l'infini,  son  équation  devient 

7.  sin  A  H-  f>  sin  B  +  y  sin  C  =  0 
et  le  lieu  a  pour  é(|uation 

3y  sin  A  +  7\'  sin  B  -♦-  cip  sin  G  =  U. 

G'est  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 
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1/     II.  Enveloppe  de  l'axe  des  paraboles.  —  Considérons  le  triangle  donne  ABC   et  le  cercle  circonscrit  ; 
si  F  est  un  foyer,  pour  avoir  une  parallèle  à  l'axe;,  il  faudra  mener  AM  telle  que 
cette  droite  fasse  avec  le  prolongement  de  BA.   un  angle  égala  CAF;     AM  et 
AF   seront  donc  symétriques  par  rajjport  aux  bissectrices  de  l'angle    A. 
Prenons  pour  axes  ces  deux  bissectrices;  le  cercle  aura  pour  équation 
a.2  +  ?/2  _  ax  —  bji  =  0. 


Pour  avoir  un  point  do  ce  corclOs  coupons  par   y 


X  = 


mx  —  0;    il  vient 
a  —  bm 


y  ^ 


m(bm  —  a) 
1  +  m'^ 


^~~~  Le  coetïicient  angulaire  de  l'axe  correspondant  sera,  d'après  ce  que  nous  vu, 

égal  à  m;  par  conséquent  son  équation  est 


y  - 


m{bm 


-  a)  / 

— —  —  mix 


bm 


1  4-  m'^  '"\~         1  +  m' 

Il  faut  chercher  l'euveloppe  de  cette  droite;  ordonnons  par  rapport  à    m  : 

rri^x  -+-  (26  —  y)m'^  +  {x  —  la)m  —  y  =  0. 
Transportons  l'origine  au  point    {x  =  2a,     y  —  0},     ce  qui  donne 

m%x  +  2a)  +  (26  —  y)m'^  -+-  xm  —  y  =  0. 
Nous  avons  à  éliminer   m  entre  les  deux  déiivées 

2m'{x  +  2«)  +  2(26  -  y)m  +  a;  =  0, 
(26  —  yjm''     +  Imx     —  'dy  =  0. 
Annulons  le  résultant;  il  vient 

[9(x  +  2a)i/  -  x(y  -  26;]^  -  ^[3x{x  +  2a)  -  (y  -  26j*][3?/(y  -  26)  -  x^]  =  0 

\Sxy  4-  iSrjy  -h  26a;j'^  —  \\-ix'^  +  6ax  -  y- +  4by  —  46«J[3y*  —  x*  —  6by]  =  0 

2ax''  -  6by'  -  ISaxy'  +  iObx'y  +  396*//»  -  bW  -  Hb'y  -^  0. 

C'est  une  quarti  lue  bi-circulaire;  elle  passe 
par  la  nouvelle  origine  où  elle  est  tangente 
à  Bx;  elle  est  évidemment  aussi  tangente  à 
l'ancien  axe  des  //  et  aux  bissectrices  de  chacun 
des  autres  angles. 

C'est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrous>c- 
meuts. 

Le  lieu  des  points  doii  l'on  voit  une  para- 
bole sous  un  angle  droit  est  !a  directrice;  de 
l)lus,  la  diroctrice  d'une  praabole  inscrite  dans 
un  trianglt^  passe  par  le  point  de  concours  dos 
hauteurs;  il  s'ensuit  que  du  point  ilo  concours 
des  hauteurs  du  triangle  donne  et  do  ce  point 
seulement,  on  verra  les  paraboles  sous  un 
angle  tlroit. 

Soi-iJTiON  c.KOMlînuitjUE.  —  Soit  1'' u lUî  po si liou  ilu  foyer  qui  ilécrit  la  droite,    F'    la  position  corres- 
pondante de  l'autie;  joignons  ces  points  à    A  et  H. 
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Lorsqu'on  donne  la  droite  AF',    AF   csl  bien  déterminée,  car  ces  deux  droites  sont  symétriques 

par  raïqiort  aux  bissectrices  de  l'angle  A;  HF  est  aussi  bien  déterminée  et 

BF'  l'est  par  consé(iuent;  il  eu  résulte  que  AF'  et  BF'  décrivent  des  faisceaux 

homographiques;  le  lieu  de  F'  est  donc  une  conique  passant  par  A  et    B; 

elle  passe  évidemment  par  C,  car  on  aurail  pu  considérer  des  faisceaux  de 

sommets  A  et  C. 

Si  la  droite  donnée  est  à  l'inlini,  la  conique  ayant  un  foyer  ù  l'infini  est 

une  parabole;  or  on  sait  que  le  cercle  circonscrit  au   triangle  formé  par 

trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer;  le  lieu  de  ce  dernier  est  donc  le  cercle  circonscrit  au 

triangle. 

A.  Bailly,  lycée  de  Dijon. 
Solutions  géométriques  analogues  par  MM.  L.  IUssauTouIhusii  cl  P.  Hendlé  (Condorcet). 


262.  —  On  considère  une  famille  de  coniques  homofocales.  Lieu  des  foyers  de  l'hyperbole  d'Apollonius 
relative  ù  un  point  fixe  P  et  à  l'une  quelconque  des  coniques  de  la  famille. 

Soit  -,  -f-  f:,  -  1  -  0, 

a^        0^ 

l'équation  d'une  conique  du  faisceau,  avec  la  condition     aP-  —  b'^  —  c^. 
L'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point   (a,  fi)  a  pour  équation 

c^jcy  +  b'-'ix  —  a'-oLij  —  0. 

Pour  chercher  les  foyers  de  cette  conique,  nous  emploierons  la  méthode  de  Lagaerre.  Il  s'agit 

d'exprimer  que 

^c'xy  +  :26-Y-a;  -  2a'^ay  +  l[(x  -  x,Y  +  {y  -  //o)^] 

est  un  carré  parfait.  L'ensemble  des  termes  du  second  degré  étant 

X(a;*  +  î/*)  +  %c^xi/, 
ou  doit  avoir  X*  =  c*  ; 

donc  À  =  se*        où        £  r=  dr  I. 

i°    A  —  +  C-.     Il  resie  ii  exprimer  que 

c\x  +  yf  H-  !2(6*,3  —  c*a-o)x  —  2(«^a  +  c^yo)y  +  <>{xl  +  yl)  =  c^{x  +  y  -+■  hy. 
On  a,  pour  déterminer  h,  les  équations 

6*p  -  c%  =       c^h,  (1) 

a^x  +  c^'^o  =  -  c^h,  (-2) 

4  +  yl       -       h\  (3) 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  par  —  a  et  les  deux  membres  de  l'équation  (i2) 
par   p,  puis  ajoutant,  on  obtient 

«P  +  P2/0  +  ccxo  =  -  h{cc  +  p).  (4) 

On  a  l'équation  d'une  première  partie  du  lieu  en  éliminant  h  entre  les  équations  {S)  et  (4),  ce  qui 
donne,  en  supprimant  les  indices, 

(X*  +  //')  (a  +  pf  =  {ax  -h  [i/y  ■+-  ^?r  >  (•>) 

équation  d'une  conique  ayant  un  foyer  à  l'orii^ine. 
2°     '/  —  —  c'.     Nous  exprimerons  que 

cHx  -  y)'  -  i[b^p  +  c-'Xç,)x  +  t{aH  -  c'yo)y  +  c'(xl  +  yt)  =  c\œ  -  //  h-  /i)K 
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On  tire  des  équations   (6)  et  (7) 
d'où,  en  éliminant   h, 


(6) 

0) 

(8) 


On  obtient  ainsi  6^[i  +  c'^x^,  —  —  c^h, 

a^7.  —  c^'t/q  ~  —  c^h, 
xl  +  ijl       —       h\ 
afi  —  o^x~  —  fiyo  =  h{y.  —  ft), 
{x'  +  if)  (a  -  .3)'^  =  {ccx  4-  i^y  -  -7,3)'-.  (9) 

Les  équations  (o)  et  (9)   représentent  deux  coniques  homofocales.   En  effet,  si  l'on  transporte 
l'origine  au  point  (a,  [3),  l'équation  de  l'hyperbole  d'Apollonius  devient 

c'^xy  4-  a'^^x  —  b'^a.y  =  0. 

Il  est  évident  que  calcul  sera  analogue  au  précédent,  car  il  suffit  de  permuter   a^  cl  6'-;   on  aura 
donc,  au  lieu  des  équations  (1)  et  (2), 

a^p  -  c%  =       c% 

d'où  a{5  —  aXo  —  pyo  —        h{a  -t-  6), 

et  par  suite  la  première  conique  rapportée  aux  nouveaux  axes  a  pour  équation 

(a;-  +  y-')  (a  +  py  ^  (aa;  +  |îy  -  aS)^  ; 

la  nouvelle  origine  est  donc  un  foyer.  Même  vérification  pour  la  seconde  conique. 
Quand    a  —  ±  p,     l'une  des  coniques  se  réduit  à  une  droite  double. 

Solutions  exactes  :  MM.  1'.  Begou  (Maiseillei  ;  Hailly  (IJijon)  ;  de  Krance  (Veisaillos)  ;  1'.  Goujon  ;  Meïnier  ;  Morel  lau  Creuzoli  :  \l-doi!(  (Louis- 
le-Grand).  r  .         .  . 

D'une  manière  plus  générale,  cherchons  le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  passant  par  deux  points 
fixes  el  dont  les  asymptotes  ont  des  directions  données. 

On  sait  que  la  distance  d'un  point  M  pris  sur  une  hyperbole  à  l'un  de  ses 
foyers  est  égale  à  la  dislance  de  M  à  la  directrice  correspondante,  cette 
distance  étant  comptée  parallèlement  à  l'une  des  asymptotes.  Gela  posé,  soient 
A  et  B  les  deux  points  fixes  donnés;  OA  et  OB  les  directions  des  asymptotes. 
Soit  w  le  centre  de  l'une  des  hyperboles  considérées,  de  sorte  que  wC,  wD, 
parallèles  à  OA  et  OB,  soient  ses  asymptotes.  Les  directrices  sont  parallèles 
à  l'une  des  bissectrices  GcoD;  soit  F  l'un  des  foyers,  GH  étant  la  directrice 
correspondante.  Supposons  que  A  et  Ji  appartiennent  à  une  mùme  branche.  On  a.  en  vertu  du 
théorème  rappelé  plus  haut, 

AF  =  AG  =  OG  -  OA. 
BF  .=  BH  =  OH  -  OB  : 

donc,  en  remarquant  que     OG  =  OH, 

BF  -  AF  :^  OA  -  OB. 

Supposons    maintenant    (jue     A  et   B    appartiennent   à   deux    branches 
dillcrontes;  dans  ce  cas 

AF  =  AG  -.  OA  -  OG, 

BF  =  BH  =  OB  -f-  OH, 

^''"'1  A  F  4-  BF  -^  OA  4-  OB. 


Le  lieu  se  co 


)  compose  donc  tl'une  ellipse  el  d'une  hyperbole  ayant    A  et  H    pour  foyers. 
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CERTIFICAT    D'APTITUDE    A    L'ENSEIGNEMENT    SEGONDAIIŒ    SPECIAL 

(Deuxième  session). 

Algèbre. 

301.  —  On  considère  doux  cercles  fixes  de  rayons  K  et  R',  ayant  pour  centres  0  et  O',  et  une  droite 
lixe  D  parallèle  à  00':  suivre  les  variations  du  rapport  des  puissances  d'un  point  M  par  rapport  aux 
cercles  O  et  0'  quand  ce  point  M  décrit  la  droite.  On  désignera  par  ti  la  distance  00'  et  par  b  la  distance 
de  la  droite    D    à  la  droite    00'. 

302.  —  Soient    a,  ^,  y,  6    les  racines  de  l'équation 

j;*  H-  px'^  -+-  q.r-  +  rx  -i-  *■  ::=  0, 
ou  porte  sur  une  droite,  à  partir  d'un  point    O,    les  abscisses 

UÂ  —  OL,  UB  =  ii,  "ÛC  —  y,    OD  —  ô. 

Dé'.crniiuer  p  connaissant  </,  r  et  s  de  telle  sorte  que  AB  —  CD  et,  dans  cette  hypothèse,  résoudre 
l'équation  proposée. 

Cas  où  l'on  a  :  </  =  3,    r  =  2. 

Géométne. 

303.  —  On  considère  les  paraboles  passant  par  un  point  donné  A  et  tangentes  ;'i  un  cercle  donné  de 
centre    O   en  deux  points  variables   M  et  M'  : 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  paraboles  et  suivre  les  variations  de  leur  paramètre  (juaud  leur  axe 
tourne  autour  du  point   O; 

2"  Enveloppe  de  la  corde   MM'; 

3°  Lieu  du  milieu  de   MM': 

40  Lieu  du  point  de  concours   T   des  tangentes   MT  et  M'T   au  cercle  et  à  la  parabole  en   M  et  M'; 

h'^  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  trianorle   AMM'. 
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304.  —  On  cousidère  une  ellipse  et  une  direction  fixe.  D'un  point  P  du  grand  axe  on  mène  une 
parallèle  à  la  direction  donnée.  Le  point    P    se  mouvant  sur  le  grand  axe,  on  demande: 

1"  Le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  aux  poiats  d'intersection  des  paral- 
lèles menées  par   P    à  la  direction  donnée  ; 

!2'  Le  lieu  des  sommets  du  lieu  précédent,  lorsque  la  direction  change  ; 

3"  De  montrer  que  ces  lieux  subsistent  pour  toutes  les  coniques  qui  ont  les  mêmes  sommets  (du 

grand  axe). 

(G.  TznzÉiCA,  à  Bucarest). 

305.  —  Par  le  sommet    S    d'une  strophoido  droite  dont  le  point  double  est    0,    on  mène  une 

sécante  variable  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  autres  points  A  et  B.  Le  lieu  du  point  de  rencontre 

des  tangentes  communes  extérieures  aux  deux  cercles  de  diamètres    SO    et    AB     se  compose  de 

deux  lignes  droites,  qui  sont  les  tangentes  au  point  dmble. 

(E.-X.  Baiusiknj. 

306.  — Par  le  foyer  F  d'une  parabole  donnée,  on  mène  une  corde  quelconque  AB.  Montrer  que: 
1"  Les  cercles  de  diamètre  AB  sont  tangents  à  la  directrice  ; 

2°  Les  cercles  de  diamètre    AF    et  les  cercles  de  diamètre    BF   sont  tangents  à  la   tangente   au 

sommet  de  la  parabole  ; 

3"  La  seconde  corde  d'intersection  du  cercle   AB    et  de  la  parabole  passe  par  un  point  fixe  ; 

4"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  cordes  est  une  droite. 

(E.-N.  Bauisieni. 

307.  —  Étant  données  quatre  droites  dans  l'espace,  les  c(»upor  par  un  plan,  de  façon  que  les  quatre 
points  d'inlersection  soient  les  sommets  d'un  |);uullélogratnmc.  (Question  posée  aux  examens  oraux  de 
l'École  polytechnique.) 

Le  ncdacteur-Géranl  :     H.  VUIBERT. 

MM»    —    MPRIMKRIE  (H>IX.    —    2ïi,\  \  ■  ii -Wi. 


4*^  année.  N»  3.  Décembre  1893. 
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277.  —  On  donne  une  conique   S  el  un  triangle   ABC  conjugué  pa?'  rapport  à  cette  conique. 

/"  Démontrer  que,  par  un  point  quelconque  P  de  S,  passent  quatre  coniques  circonscrites  au  triangle 
ABC  et  touchant  S  chacune  en  un  point  autre  que  P. 

2'^  Les  points  où  ces  quatre  coniques  touchent  S  sont  situés  sur  une  conique  Sj,  circonscrite  au 
triangle  ABC. 

5**  Quand  le  point   P   décrit  la  conique  S,   la  conique  Si  enveloppe  une  courbe  V  du  quatrième  ordre. 

4"  D'un  point  M  de  la  courbe  F,  on  peut  mener  à  celte  courbe  quatre  tangentes  autres  que  celle  qui 
touche  la  courbe  au  point   M. 

Démontrer  que  les  points  oii  ces  quatre  tangentes  touchent  F  sont  sur  une  même  droite  D,  et  trouver 
l'enveloppe  de  la  droite  l)  quand  le  point  M   décrit  la  courbe   V. 

Solution  par  M.  C'Ii.  Aliehel,  élève  au  collège  Chaptal  (Piiix  i/noNNEun'i. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

i"'  et  2°  Preuous  le  triangle  ABC  pour  triangle  do  référence.  L'é(|uatiou  de  la  conique  (S) 
est  alors 

AX^  +  13 Y*  +  CZ*  ^0.  (S) 

Soient  x^,  y^,  Zg  les  coordonnées  d'un  point  P  de  (S).  L'équation  d'une  coni(iue  qui  louche  lu 
conique  (S)  en  un  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  v,  est  do  la  forme 

AX*  +  BY»  +  CZ'^  +  (uX  +  l'Y  +  wY.)  (ArX  +  B//Y  -\-  C.z'A)  =  0. 

Si  cette  coniciuoost  circonscrite  au  triaDgle    ABC,  on  a  les  conditions 

UX   +    l    :-:    0,  1'//    +    1     r=    (),  «'3   +    1    :^    0. 

Si  de  plus  elle  passe  j)ar  lo  point   P,  on  a 

UX,,  4-  r//„    I    /r.-„        0. 
Eu  éliminant   u,  v,  w   entre  ces  quatre  relations,  on  obtient 

:^o  +  //"  +  î"  :^  0, 
X        y        z 

ce  qui  moiitio  (pie  le  point  do  conlact  M  est  à  rintorsoctioii  do  la  ctniitiiio  (S)  cl  d'iino  cunitiuo  \^S,). 
circonscrite  au  triangle  de  référence,  dont  l'équation  est 

t + 1  -  i"  -  "•  's.^ 

Il  y  a  donc  (|ualro  points  tels  ([uo  M,  et  à  chacun  d'eux  correspond  une  soulo  conique  langente 
eu  ce  point  à  lu  coni(iuo  (S)   et  passant  par  les  points   P.  A,  B,  C. 


2Ï«  (X)N(:()rHS  (iKNKHAL   DK  1N!>M 


;>"  Cherchons  l'enveloppe  de  la  l'oniquo    (S,),   dont  l'équation  est 

:^o       /A)        =0        () 
X        Y        Z 

Xp,  ijf,,  z■^,   étant  liés  par  la  relation  kxl  +  Bi/f,  +  ('^j;  —  0. 

ruiir  i-eln.  remarquons  que  l'enveloppe  de  la  droite  dont  l'équation  est 

kXx,  +  BYî/o  +  CZ^o  -  0, 

avec  la  condilion     Aajî  +  I^.'/ri  +  Crli  —  0,     est  évidemment  la  conique   (S),  dont  l'équation  est 

AX^  +  BY*  +  CZ»  =   0. 

Mais  la  droite  se  déduit  de  la  coniciue  (Sj),  eu  effectuant  la  transformation  qui  consiste  à  remplacer 

i 

X  par    —^^  >    etc.,  et  réciproquement.  L'enveloppe  (T)  de  la  conique  (Sj)  est  par  suite  la  courbe  déduite 

de  la  courbe  (S)  par  la  transformation  du  second  ordre  précédente.  Son  équation  est  donc 

AX«  "^  BY*  "^  (;z» 

La  courbe  (T)  est  une  quartique  qui  admet  les  points  A,  B,  Cl  comme  points  doubles,  les  tangentes 
en  ces  points  étant  les  tangentes  issues  de  chacun  d'eux  à  la  conique  (S). 
40  Prenons  maintenant  la  conique  (C)  dont  l'équation  est 

X.       y.       z^ 

Â  -  B  -^  (T  =  '• 

Par  un  jioint  quelconque  de  cette  conique  passent  quatre  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  tangentes  à  la  conique  (C).  A  un  point  de  la  figure  dont  les  cooidonnées  sont   X,  Y,  Z,    faisons 

111 

corresDondre  le  point  dont  les  coordonnées  sont    —  >    -  »    —  •      Alors  la  conique  (C)  se  transforme  en  la 
*  X        Y       Z 

quartique  V  ;  les  quatre  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC  et  tangentes  à  (C)  deviennent  les 
quatre  laiigentes  qu'on  peut  mener  à  la  quartiqee  P,  d'un  point  M  de  celle  courbe;  les  points  de 
contact  de  ces  tangentes  sont  sur  la  droite  1),  transformée  de  la  conique  (Cj)  ([iii  contient  les  points  de 
contact  des  quatre  coniques. 

L'enveloppe  de  la  conique  (C,)  est  la  quartique  dont  l'équation  est 

A        B         C         ,^ 

X:.  +  Y-^  +  Z^  -  ^- 

L'enveloppe  de  la  droite  D  est  la  courbe  déduite  de  celle-ci  par  la  transformation  du  second 
ordre  précédente;  c'est  précisément  la  conique  initiale  (S). 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

\°  et  2°  Transformons  honiographiquemeut  la  ligure  de  façon  que  deux  des  sommets  du  triangle, 
B  et  C,  deviennent  les  points  cycliques.  Les  points  d'intersection  de  la  droite  BG  avec  la  conique 
(S),  étant  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  B  et  C,  se  transforment  en  les  points  à  l'infini  de 
deux  directions  rectangulaires.  La  conique  (S)  se  transforme  donc  en  une  hyperbole  équilatèro  f.î) 
qui  admet  pour  centre  le  transformé   a   du  point   A. 

Il  s'agit  alors  de  démontrer  que  par  un  point  /)  d'une  hyperbole  équilatère  (.s)  passent  ([uatre 
ci-rclcs  contenant  le  centre  a  de  cette  hyperbole  et  la  touchant  chacun  en  un  point  autre  que  />,  et 
que  les  points  de  contact  de  ces  cercles  sont  sur  uu  même  cercle  passant  par  le  centre    a. 

Soit  donc  un  do  ces  cercles   oj;    appelons    I    son  point  de  contact  et    q    le  (juatrième  point  d'in- 
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terscction  avec  l'hyperbole.  L'hyperbole  {s)  et  le  cercle  (co)  sout  liomologiques,  le  c  utre  d'homologie 
étant  le  point  I,  l'axe  d'homologie  la  droite  pr/.  Menons  par  le  point  I  les  parallèles  aux  asymp- 
totes, qui  rencontrent  le  cercle  aux  points  a  et  6.  La  droite  7.|3  est  la  transformée  de  la  droite  de 
l'infini  considérée  comme  appartenant  à  l'hyperbole  {s);  donc  elle  est  parallèle  à  l'axe  d'homologie  pq. 
Or  les  droites  la  et  Ij3  sont,  d'après  une  propriété  connue  de  l'hyperbole  équilatère,  les  bissec- 
trices de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  la  et  la  tangente  eu  L  Donc,  dans  le  cercle  to,  la  droite 
Ja  est  perpendiculair'.'  à  la  droite  xp  et  par  suite  à  la  droite  p'j.  --  Considérons  mainteuant  le  point 
r  diamétralement  opposé  à  I  sur  l'hyperbole.  La  tangente  en  I'  à  l'hyperbole  et  la  tangente  en  a 
au  cercle  sont  deux  droites  homologues  qui  se  coupent  par  cousé'juent  sur  l'axe  d'homologie.  Mais 
ces  deux  tangentes  sout  évidemment  également  inclinées  sur  la  droite  la;  donc  le  point  p  est  équi- 
distant  de  a  et  de  F,  et  par  suite  le  symétrique  p'  de  /)  par  rapport  à  a  est  équidistant  de  a  et 
de  \.  Les  points  tels  que  I  sont  donc  sur  un  cercle  (s,),  qui  a  son  centre  en  //  et  qui  passe  par  le 
centre  a   de  l'hyperbole   (.s). 

3°  Cherchons  l'enveloppe  de  ce  cercle  quand  le  point  //  décrit  l'hyperbole  (a).  D'après  un  théo- 
rème général,  cette  enveloppe  est  l'homothétique,  dans  le  rapport  2:1,  de  la  podaire  de  cette  hyper- 
bole, par  rapport  au  centre  a.  Celte  enveloppe,  étant  une  podaire  de  conique,  est  une  courbe  •;,  du 
quatrième  ordre,  admettant  un  poiat  double  au  point  a;  elle  a  évidemment  comme  tangentes  en  ce 
point  a  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  :  ce  sont  des  tangentes  d'ioflexion.  Eu  revenant  à  la 
figure  donnée,  l'enveloppe  des  coniques  (Si)  est  une  quartique  (F)  qui  admet  comme  point  double 
le  point  A,  et  comme  tangentes  en  ce  point  les  tangentes  issues  de  A  à  la  conique  (S)  ;  par  raison 
do  symétrie,  les  points  B  etC  sont  des  points  doubles  de  la  courbe  et  les  tangentes  sont  les  tangentes 
issues  de  ces  points  à  la  conique  (S).  Ce  qui  confirme  ce  théorème  bien  connu  sur  les  quartiques 
trinodales  ;  les  six  tangentes  aux  points  doubles  sont  tangentes  à  une  même  couique.  Dans  la  quartique 
r,   les  six  tangentes  sont  d'inflexion. 

4"  Nous  allons  faire  sur  la  courbe  y  une  remarque  impo"tante  k\\x\  va  nous  permettre  de  déduire 
les  propriétés  de  la  question  (4)  de  celles  des  questions  (!)  et  (2).  Considérons  la  conique  d, 
homothétique,  dans  le  rai)port  2  :  I,  de  la  conique  s  par  rapport  au  centre  a.  Cette  conique  est  une 
hyperbole  équilatère  qui  a  aussi  pour  centre  le  point  a,  et  la  courbe  y  ^st  évidemment  la  podaire  de 
cette  hyperbole  par  rapport  à  son  centre.  Cela  posé,  transformons  la  conique  7  par  polaires  réciproques 
par  rapport  au  cercle  qui  a  son  centre  en  a  et  qui  passe  par  le?  sommets  de  n.  La  transformée  t' 
de  c  est  une  hyperbole  équilatère  qui  a  mômes  asymptotes  et  mômes  sommets  que  tr.  Doue  n  coïn- 
cide avec  (T,  et  par  conséquent,  eu  vertu  d'un  théorème  bien  connu,  la  courbe  y  est  la  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  l'hyperbole  t.  l'origine  étant  (mi  a  et  la  puissance  d'inversion 
étant  le  carré  du  demi -axe  de  cette  hyperbole. 

Cela  posé,  transformons  par  rayons  vecteurs  réciproques  la  propriété  qui  fait  l'objet  du  para- 
graphe P'",  appliquée  à  l'hyperbole  équilatère  r;.  Cette  hyperbole  se  transforme  alors  d'après  ce  qui 
précède  on  la  courbe  y.  Les  quatre  cercles  passant  par  un  point  de  l'hyperbole  z  et  par  le 
centre  a  et  tangents  à  cette  hyperbole  deviennent  les  quatre  tangentes  qu'on  peut  meuer  à  la 
quartique  y  d'un  point  do  celte  courbe;  et  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sout  sur  la 
droite     (/,     transformée  du  cercle  (t,)  qui  contient  les  points  de  contact  dos  quatre  cercles. 

L'enveloppe  de  cotte  droite  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  l'enveloppe  du 
cercle  (t,).  Or,  cette  enveloppe  est  l'homotiiéliiiue  ilc  la  courbe  y,  relativement  au  poiut  (?,  daus 
le  ra|)port  2:  I.  I^'enveloppe  (1(>  la  ilroite  d  est  alors  l'homothétique  île  Ihyporbole  t,  dans  le 
rapj)ort  1  :  2;  c'est  donc  la  conicino  initiale  (a). 

La  quarli([uo     y     est  la  courhe  connue  sous  lo  nom  do  lemiiisoato  do  Uoruoulli. 

On  peut  ioniar(iuiu'  l'analogie  k\\x\  oxisic  onlio  la  solution  aualytit[UO  et  la  solution  géométrique 
que  nous  avons  ilounées. 
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Vus  iHirliciilicr,''.  —  Nous  uvoiis  déjà  étiulio  un  eus  parliculier  tlu  Ihéorèmc  général  dans  la  solution 
géométrique  précédente. 

Un  autre  cas  particulier  important  est  celui  oîi  le  triangle  conjugué  est  le  triangle  conjugué 
l)rincipal  île  la  conique;  c'est-à-dire  le  triangle  formé  par  les  axes  de  cette  conique  et  la  droite  de 
l'inlini.  Les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  sont  des  hyperboles  d'Apollonius,  et  nous  avons  alors 
le  théorème  suivant  : 

//  twisli'  (/iKilir  Inipcrboh's  d'Ajiul/oitius  pas.sani  par  un  point  l*  de  la  coniijuc  cl  lanijcnli's  à  celte 
coniiiuc:  Ic^  points  de  contact  ■so^tt  sur  une  lii/perbolc  d'Apollonius  qui  a  son  centre  sur  la  conique. 

Les  noi maies  à  la  coni(|ue  en  ces  points  de  contact  touchent  évidemment  leur  enveloppe  en  un 
des  points  d'intersection  do  la  normale  en  P  avec  cette  enveloppe;  ces  quatre  normales  sont  d'ail- 
leurs concourantes;  donc 

Lfs  lang'.'ntes  à  la  développée  aux  points  où  elle  est  coupée  par  une  tangente  sont  concourantes. 

Si  nous  transformons  par  polaires  réciproques  la  développée  par  rapport  à  la  conique,  nous  obte- 
nons une  Kreuzcurve,  qui  est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  et  qui  jouit  alors  de  la  propriété  de  la 
quartique  (!'),  considérée  précédemment:  Les  points  de  contact  des  tanyenles  qui  l'on  peut  nrner  à  la 
courbe  d'un  point  de  cette  courbe  sont  en  ligne  droite. 

Nous  pouvons  donner  de  la  propriété  de  la  développée  une  démonstration  analytique  très  simple. 
Rappelons  d'abord  un  fait  connu  : 

Soit  M  un  point  de  la  conique,  de  coordonnées  a  et  [i;  par  le  point  de  contact  de  la  normale 
eu  ce  point  avec  la  développée,  on  mène  les  deux  autres  normales.  On  sait  que  l'équation  i.U  la  droite 
qui  joint  les  pieds  de  ces  normales  est 

a         p 
Cela  posé,  si  le  point   M   est  le  pied  d'une  normale  qui  touche  son  envelopp3  eu  un  point  situé  sur 
la  normale  au  point   P,    de  coordonnées  œ^ ,  ijo,   la  droite  précédente  passera  évidemment  par  le  point 
P,   et  les  coordonnées  du  point  M   devront  satisfaire  à  la  relation 

^  +  ^°  +  1  -  0. 


Les  points  tels  que    M    sont  donc  sur  une  hyperbole  d'Apollonius  (S,),  qui  a  pour  équation 

X         y 


i^  +  '^i'  +  1  =  0, 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

Pour  avoir   l'équation  de   rraveloppe  de  cette  conique,  nous  remarciuerons  (lue   réi[uatioii   de 
l'hyperbole  d'Apollonius  se  déduit  de  celle  de  la  tangente  en    P   à  la  coniciuc  doLuée  (S)  en  changeant 


—  a*  —  b'* 

X  en   et  //  en •   L'équation  de  la  quartique   I'   est  donc 

X  -"  y 

1 1=0. 

Cette  quartique    I'   est,  comme  ou  le  voit,  une  kreuzcurve,  qui  jouit  par  cousé([uent  de  la  propriété 
précédemment  démontrée. 

Le  point  de  contact  de  la  coi)i(iue  (S,)  avec  sou  enveloppe  a  pour  coortlonnees    — —  et  — 

Il  existe  une  interprétation  géométrique  facile  de  la  transformation  du  second  ordre  précédente. 
Prenons  en  effet  un  point   (x,  y)\    menons  les  tangentes  à  la  conique    (S)    passant  par  ce  point,  et  les 
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normales  se  rencontrant  en   I,    menons  les  deux  autres  normales  qui  passent  par  ce  point.  On  sait 
que  le  pôle  de  la  dioite  qui  joint  les  pieds  de  ces  deux  normales  a  pour  coordonnées 

-  a-  -  b' 

et 

X  y 

Le  point  de  contact  de  1  hyperbole   (SJ   avec  son  enveloppe  s'obtient  alors  de  la  manière  suivante  : 
Menons  la  normale  au  point   P(a?o,yo)  *-'t  pai"  le  point  de  contact  avec  la  développée,  menons  les 
deux  autres  normales;  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  leurs  pieds  est  le  point  de  contact  cherché. 

On  peut  remarquer  que  les  calculs  précédents  fournissent  une  nouvelle  solution  analytique  du 
problème  proposé;  il  suftU  en  efTet  de  transformer  la  figure  donnée,  homographiquement,  de  façon  que 
deux  des  sommets  du  triangle  deviennent  les  poinls  à  l'infini  de  deux  directions  rectingulaires. 


Solution  par  M.  «P.  Uicliard,  professeur  au  lycée  de  Tours. 

Le  triangle   ABC   étant  pris  pour  triangle  de  référence,  l'équation  de  la  conique  donnée  S  pourra 

s'écrire 

a;^+  If  +  z-'  =  0.  (1) 

Soient  a,  6,  y   les  coordonnées  d'un  point  M   de  cette  courbe;  la  tangente  au  point  M   a  pour 

équation 

aœ  +  ^jIJ  +  ys  =  0.  (2) 

L'équation  générale  des  coniques  qui  touchent  en   M   la  conique   S   est  donc 

X*  ->r  if  +  Z"^  —  {y.X  +   fty  +  'fz){UX  +  VIJ  +  Wz)  —  0.  (8) 

En  écrivant  que  cette  conique  est  circonscrite  au  triangle   ABC,  on  trouve  sans  peine 

1  \  1 

Il  =z    -  ,        V  —   -  «        IV  —  -  , 

?  Y 

et  l'équation  (3)  devient    x"^  +  y""  +  s*  —  [7.x  +  (iy  4-  yz]  j-  +  "-  +  -    =  0,  (4) 

Nous  voulons  déterminer  le  point   M   de  façon  que  cette  conique  passe  par  le  point  Pt-i'o,  //„ .  -„) 
situé  sur   S;  ceci  donne  immédiatement 

■^>  +  ^h  +  î"  =  0. 

a  f.         Y 

Si  nous  considérons  7.,  [î,  y  comme  des  coordonnées  courantes,  cette  é(|uation  représente  une 
conique  S,  circonscrite  au  triangle  ABC  et  qui  coupe  S  en  quatre  points.  Pour  chaque  point  P  il 
y  a  donc  quatre  coniques  S,  et  les  quatre  points  (a,  C>,  y)  ^1»'  contact  sont  sur  la  conique  S,,  ce  qui 
résout  les  deux  premières  questions  de  l'énoncé. 

Maintenant, cherchons  l'enveloppe  de  la  conique   S,,    dont  nous  écrivons  de  nouveau  l'équation 

Il  faut,  pour  cela,  éliminer  .r,„  1/0,  ?o  ^'utre  les  équations 

yz        zx       xy 
'^a        y<s        ^0 
xl  +  yl  4-  r-iî  —  0; 
on  trouve  la  couri)e  du  (|uatrième  degré 

y\v^  +  zhf  +  .ï»»/-  =  0.  (.-i) 
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Cette  courbo  est  la  transformée  de  la  conique   S    ])ar  la  substitution  (jui  cousisle  à  remplacer  x. 

111, 

»/,  j    par     i/z,    z.i\    XII     ou  j)ar        ,       ,       •     Cette  substitution   transforme    les  droites   en    coniifues 

X      ji      z  ^ 

passant  par  les  points   A,  B,  C  et  inversement. 

En  transformant  par  cette  substitution  le  problème  :  mener  des  tangentes  par  un  point  de  la 
courbe  (ri)  à  cette  courbe,  on  trouve  le  problème  suivant  :  mener  à  la  conique  S,  par  un  point  P  de 
cette  coni(iue,  des  coiiitiuos  qui  lui  soient  tangentes  et  qni  j'assent  par  les  trois  points  A.I3,  C;  c'est 
justement  le  problème  (jui  fait  l'objet  de  la  première  ])artie  de  l'énoncé;  et  puisque  les  quatre  points 
de  contact  de  ces  quatre  conicjues  sont  sur  une  conique  S,  passant  par  A,  B,  C,  les  quatre  points  de 
contact  des  tangentes  à  la  courbe  (5)  seront  sur  la  droite  transformée  de  la  conique  S,  c'est-à-dire 
sur  la  droite  x^x  +  i/oij  4-  z^z  =  0,  et  puisque  la  conique  S,  a  pour  enveloppe  la  courbe  (o),  la 
droite  transformée  a  pour  enveloppe  la  transformée  de  (o)  ou  la  conique   S. 

Solution  analogue  par  M.  Avzbram  (lycée  Louis-le-Grand  . 


Solution  par  M.  Aiidrt»  Caxaiiiiaii,  à  Pau. 
SOLUTION  ANALYTIQUE 

Le  triangle  donné  ABC  étant  pris  pour  triangle  de  référence,  l'équation  delà  conique  conjuguée  S 

peut  s'écrire  sous  la  forme 

x""  +  if  -  z""  =  0.  (1) 

Il  est  facile  de  représenter  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  conique  en  fonction 
d'un  paramètre  variable   /.    Le  système  le  plus  simple  est 

X  =  2f,  y  ^  \  -  i\  z  ^  {  -h  IK 

D'autre  pari,  en  désignant  par  m,    n,  p  trois  paramètres  arbitraires,  l'équation 

myz  4-  hxz  +  pxy  ~  0  (2) 

représente  une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence  ABC.  Si  nous  remplaçons  dans  l'équa- 
tion (3)  X,  //  et  z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ;,  l'équation  obtenue  admettra  pour  racines  les  valeurs 
de  /   correspondant  aux  points  d'intersection  des  deux  coniques  (1)  et  (2).  Cette  équation  est 

m/*  -  2(n  -  p)t^  -  i{)i  +  p)t  -  m  =^  0.  (3) 

Appelons   /,,  t.^,  A, ,  /^    les  quatre  racines  de  cette  équation.  On  a  immédiatement  les  relations 

Soit  /,  la  valeur  du  paramètre  correspondant  au  point  P.  Si  la  conique  (2)  est  tangente  à  (1), 
l'équation  en  /  admet  une  racine  double,  de  sorte  que  si  l'on  fait  1.^  =  l^  =  t  dans  les  relations  (4),  et 
si  l'on  élimine  t^,  l'équation  en  z  obtenue  nous  fournira  les  valeurs  du  paramètre  qui  correspondent 
aux  points  de  contact  des  coniques  (2)  passant  par  le  ])oint  P.    La  première  des  relations  (4)  donne 

1 

t^  = et  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,  ou  a  tout  de  suite  l'équation 

/,T*  -+-  2/^"  _  2t  -  /j  =  0,  (5) 

qui  est  du  quatrii'ine  degré  :  il  y  a  donc  ([uatre  coniques  circonscrites  à  ABC  et  touchant  S  chacune 
en  un  point  autre  que  P.  De  plus,  comme  ou  le  voit,  les  paramètres  des  points  de  contact  satisfont 
aux  relations 

T,T,T3Tt    =     -    1  , 

ItjT,   =:  0; 
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en  comparant  avec  les  relations  (4),  on  voit  que  les  quatre  points  de  contact  sont  situés  sur  une 
conique  circonscrite  à   ABC. 

Pour  obtenir  l'équation  de  cette  conique,  identilions  les  équations  (3)  et  (o);  nous  avons 

m  =  ti,            n  —  i)  =  —  t\,            Il  -h  p  —  \, 
d  ou  m  =  ti,  n  ^  — ^ —  >  p  =  — 

L'équatioiL  cherchée  est  donc    l,yz -\ — z-x -\ ^ — xi/  —  0 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à   /,, 

^\{x]i  ~  zx)  4-  2^ij/-5  +  za;  4-  a-j/  =  0. 

Si  le  point  P  se  déplace  sur  la  conique  donnée,  c'est-à-dire  si  /,  varie,  la  conique  précé  Ion  te 
enye'loppe  la  courbe    V    dont  l'équation  est 

tfz"^  —  {xij  —  zx)(xy  +  zx)  =  0 

ou  u''z^  +  z'^x-  —  x^if  =  0.  (6) 

Cette  courbe  I'  est  une  quarti([ue  trinodale,  les  sommets  du  triangle  de  référence  sont  des  points 
doubles  avec  tangentes  d'inllexion.  Elle  appartient  à  une  famille  de  quartiques  étudiées  par  M.  La- 
guerre  {N.  A  ,  août  1878).  Ces  quartiques  jouissent  de  la  propriété  que  la  cubi((ue  polaire  d'un  ilo 
leurs  points,  M,  so  décompose  en  une  conique  et  en  une  droite  renfermant  les  quatre  [)oints  do  contact 
des  tangentes  issues  de  M,  cl  l'enveloppe  de  celte  droite  est  une  conique  conjuguée  par  rapport  au 
triangle  des  points  doubles. 

Mais  achevons  le  problème  en  suivant  la  môme  méthole  que  précédemment.  La  quartique  (0) 
est  unicursaie,  et  si  on  écrit  son  équation 

-   -t- —  0, 

x"-        !!''■       z'^ 

on  voit  que  l'on  peut  représenler  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  par  les  formules 

I  1  1 


r  —  Y  '  // 


Soit    Ix  +  iiij  +  vz  =  0    l'équation  dune  droite.  Elle  rencontre  la  courbe    P   on  quatro    points, 
et  les  valeurs  corresjjondantes  du  paramètre  sont  les  racines  de  ré([uatiou 

0 


"2/       l  -  f'       1  +  «' 

ou  ?,/♦  -  4(|y.  -  v)/''  -  4(a  +  v)/   —  À  -.  0.  (7) 

On  a  entre  les  quatre  raciuos  les  relations 

/,V,/,  =  -  I, 

1/,/,  -  0. 

Supposons  la   droite   tangente,    taisons   pour  cola    /.,  —  t^,    et    éliminons    /,  ;    nous    obtenons 
l'équation 

/,T*  +2/îr'  -±  -/,  =  ();  (8) 

ses  racines  sont  h^s  paramètres  des  |>i)inls  de  contact  des  tangentes  issm^s  du  poinl    M    ^•orr^'^p^»ndant 
à  la  valeur   /,.    Identilions  maintenant  les  équations  (7)  et  (S),  ce  qui  donne 

,      ,  i  -  ti  1  +  /î 

^-/„         ."  =  — g-'         '  =  "j~' 
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Les  points  do  contact  sont  \)M  couséqueut  situes  sur  la  droite! 

It^x  +  (l  -  thy  4-  (1  4-  l'i)z  -^  0.  (0) 

Le  point     M     décrivant  la  courbe     1\     /,     varie,  et  la  droite  (!>)  enveloppe  la  coniciue 

•'•'  -  {:•  +  //K--  -  .'/)  =  0 
ou  .■r"^  +  y-  —  .^'^  :  -  0, 

qui  est  précisénienl  la  conique  donnée,  ce  (jue  l'analogie  des  équations   (7)  et  ((S)  avec  les  équations 
tr{)  et  (5)  faisait  pressentir. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Faisons  une  trauslorniation  honiographique  de  la  figure,  de  telle  sorte  que  les  deux  points  A  et  B 
deviennent  les  points  cycliques.  Le  point  G,  pôle  de  AB,  devient  le  centre  0  de  la  conique  H 
transformée  de  S.  De  plus,  celte  conique  H  étant  conjuguée  par  rapport  au  triangle  OU,  I  et  J 
désignant  les  points  cj'cliqucs,  est  une  hyperbole  équilalère.  Le  problème  revient  alors  au  suivant: 

l"  Par  un  point  quelconque  P  d'une  hyperbole  équilalère  H  et  le  centre  0  de  la  courbe 
passent  quatre  cercles  tangents  à  l'hyperbole  en  des  points  autres  que  P.  Si  nous  transformions  la 
ligure  par  inversion,  le  pôle  étant  en  0,  cet  énoncé  reviendrait  au  suivant:  Par  un  point  d'une 
lemniscate  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbe,  outre  celle  qui  louche  la  courbe  en  ce  point; 
ce  qui  est  évident. 

2°  Les  quatre  cercles  précédents  ont  leurs  points  de  contact  avec  l'hyperbole  c(|uilalèie  situés 
sur  un  môme  cercle  i^  passant  par  le  centre  0  de  l'hyperbole.  Cette  propriété  est  facile  à  démontrer 
géométriquement  (voir  une  solution  dans  la  licvue,  janvier  1892). 

3°  Supposons  que  le  peint  P  se  déplace  sur  l'hyperbole,  l'enveloppe  du  cercle  i^,  lequel 
passe  par  un  point  fixe  0,  et  a  son  centre  sur  l'hyperbole,  coïncide  avec  le  lieu  du  symétrique  du 
point  0  par  rapport  aux  tangentes  au  lieu  des  contres,  c'est-à-dire  par  rapport  aux  tangentes  à 
l'hyperbole.  Celte  enveloppe  est  donc  une  lemniscate,  homolhélique  de  la  podaire  du  centre  0  de 
l'hyperbole  équilalère.  En  revenant  à  la  première  figure,  cette  lemniscate  deviendra  une  quarlique 
unicursale,  admettant  pour  points  doubles  les  trois  points  A,  B  et  C,  puisque  les  points  cycliques 
sont  des  points  doubles  de  la  lemniscate. 

4°  Soit  L  la  lemniscate,  enveloppe  des  cercles  }1.  Il  nous  faut  prouver  que  si  d'un  point  M 
de  L  on  mène  les  quatre  tangentes  autres  que  celle  qui  louche  la  courbe  en  M,  les  points  de 
contact  sont  en  ligne  droite.  Mais  cette  propriété,  transformée  par  inversion,  nous  conduit  encore  à 
démontrer  que  les  quatre  cercles  passant  par  un  point  P  d'une  hyperbole  équilalère,  le  centre  de 
la  courbi',  et  tangents  à  celle  hyperbole  en  des  points  autres  que  P,  ont  leurs  points  de  contact 
situés  sur  un  cercle  1  passant  par  l'origine.  Pour  une  valeur  convenable  du  module  d'inversion, 
nous  pourrons  transformer  la  lemniscate  L  en  l'hyperbole  H.  Alors  l'enveloppe  des  cercles  ii  esl 
la  lemniscate  L,  et  par  suite  l'enveloppe  de  la  droite  D  est  l'hyperbole  H.  ou,  dans  la  figure 
initiale,  la  conique  donnée     S     elle-même. 


M.  AizKRAM  fait  les  remarques  suivantes: 

1"  Soient  une  coniciue  S  ctunpoint  P;  menons  la  normale  en  P.  Cette  droite  est  tangente  à  la 
développée  de  S  e'.  coupe  celte  développée  en  quatre  points  A,  B,  C.  D  distincts  du  point  de  contact. 
Les  tangentes  en  ces  quatre  points  à  la  développée  se  coupent  en  un  môme  point  Pq,  et  quand  P  se 
meut  sur  la  conique  S,  P^  décrit  une  conique  S'  concentrique  à  S  et  ayant  mêmes  directions  d'axes 
(voir  Revue  de  M.  S,,  question  lâG). 
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2°  Si  l'on  considère  deux  coniques  concentriques  et  coaxiales  S,  S',  les  hyperboles  d'Apollonius 
de  tous  les  points  de  S',  par  rapport  à  S,  enveloppent  une kreuzcurve  admettant  pour  points  doubles 
les  points  à  l'infini  sur  les  axes  de  S  et  de  S'  et  le  .-entre  commun  à  S  et  S',  et  les  tangentes  en 
ces  points  doubles  sont  des  tangentes  d'inllexiou. 

Gela  étant,  considérons  une  conique  S  et  un  point  P,  La  normale  en  P  coupe  la  développée 
de    S   en  quatre  points   A,  B,  G,  D   distincts  du  point  de  contact. 

Les  quatre  hyperboles  d'Apollonius  relatives  à  ces  quatre  points  par  rapport  à  S  passent  par  P, 
par  le  centre  de  S  et  par  les  points  à  l'infini  sur  Ivs  axes  de  S.  Ges  quatre  hyperboles  sont  d'ailleurs 
tangentes  respectivement  à  S  en  quatre  points  A',  B',  G',  D',  et  ces  quatre  points  sont  sur  l'hyperbole 
d'Apollonius  relative  au  point   Pq,    par  rapport  à   S. 

Ramenons  la  droite  de  l'infini  à  distance  finie,  par  une  transformation  homographique;  nous 
obtenons  alors  les  deux  premières  parties  de  la  question  277.  D'ailleurs,  quand  P  décrit  S,  Pc  décrit  S', 
concentrique  et  coaxiale  avec  S.  Donc,  en  vertu  de  la  deuxième  proposition  que  nous  avons  rappelée, 
la  quatrième  partie  est  démontrée. 

Ont,  en  outre,  envoyé  des  solutions  exactes:  MM.  DESirtv  'F(51i\i,  étudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille;  J.  Grand  (Lyon);  Tiioiillet  (Lille)  ; 
Bassal  (Toulouse). 

MM.  Grandet  Bassal  font  remarquer  que  la  quatrième  partie  a  été  résolue  dans  la  Revue  (tome  I"). 

C'est  la  seconde  fois  que  le  fait  se  produit.  Nos  lecteurs  se  rappellent  que  l'élève  qui  a  obtenu  le 
prix  d'honneur  en  1892  avait  lui-môme  traité  dans  la  Revue  une  partie  de  la  question  donnée  à  ce 
concours. 

-♦ 
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287.  —  On  donne  dans  un  plan  une  conique  C,  et  o'i  considère  Irais  points  A,  B  e/  P  pris  sur  celte 
conique. 

A  et  B  sont  les  exlrémités  d'un  même  diamètre. 

1'>  Trouver  l'équation  du  lieu,  L  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  trianr/le  ABP,  lorsque  A  et  B 
restant  fixes,  P  se  déplace  sur  la  conique. 

2"  Discuter  la  nature  et  la  forme  du  lieu   L,  suivant  le  qenre  de  la  coniquz  C. 

f"y°  Trouv.r  l'équation  du  lieu  M  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ABP,  lorsque  P  restant 
fixe,  le  diamètre  AB  varie. 

4°  Construire  le  lieu  M  \our  le  cas  ou  C  est  une  hyperbole  équilatère  et  oit  P  est  à  l'une  îles  cjct rémités 
de  l'axe  focal. 

1.  Prenons  des  axes  rectangulaires,  l'origine  étant  au  milieu  0  de  AB  et  le  diamètri*  AB  étant 
l'axe  de.s  x.  L'équation  do  la  conicjue  C  est  de  la  forme 

a;»  +  2B.r//  +  G//'  r=  a\  {O 

en  posant  OA  —  OB  --  a. 

On  a,  en  désignant  par  (a,  p)  les  coordonnées  variables  du  point  P, 

a^  +  2Ba3  4-  CS"  =  a\  (\) 

La  hauteur  du  triangle  PAB  aboutissant  au  sommet  P  a  pour  équation 

X         a.  (i) 

La  liaiil(Mir  aboutissant  an  sommet  B  a  pour  ciinalion 

(a  —  a)  ,..> 

y  =  i-^  +  '0  — ô~^-  0^) 
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On  aura  le  lieu  ilc  l'orlhocoatro  du  Iriani^lo  ABP,  eu  éliminant  a  ot  '^  entre  (1),  (2)  et  (8'.  De  cl) 

et  (H),  on  lii'e 

a»  -  as» 
a  —  X,  p  = 


Eu  portant  ces  valeurs  dans  (1),  on  obtient 

^^ 1 a^  —  œ'^. 

y  y 

11  reste,  après  avoir  ilivisc  par  le  facteur  étranger  (a*  —  a?*), 

Ce-  -  2B.r^  +  If  =  Ca\  (L) 

2.  Telle  est  l'équatiou  du  liou  (Li.  C'est  une  conique  du  même  i^cnre  que  la  conii[iie  (C),  puisque 
leur  déterminant  commun  est  (G  —  B*).  De  plus,  les  deux  coniques  (C)  et  (L)  sout  concentriques,  ont 
même  direclion  d'axes,  et  passent  toutes  deux  par  les  points  A  et  B. 

3.  Conservons  ré([uatiou  île  la  conique  C  sous  la  forme 

a;-  +  2Bxy  +  Oif  =  a\ 

Le  point  P  est  alors  sur  l'axe  des  x  à  une  distance  du  centre  0,  OP  —  a. 
Soient  {.i\,  y,)  les  coordonnées  du  point  k  et  {  —  Xy,  —  y,)  celles  du  point  B. 
On  a  Xi  +  '2Bx^y^  +  Cyi  —  a\  (i) 

Les  hauteurs  du  triangle  ABP  aboutissant  en  A  et  eu  B  ont,  respectivement,  pour  équations 

{y  -  2/t).yi  =  —{X  -  x^){x^  4-  a),  (o) 

{y  +  //i)^!  =-  {x  +  x^){a  -  X,).  ^G) 

Pour  avoir  le  lieu  M,  il  faut  éliminer  x^  et  y,  entre  (4),  (o)  et  (G). 
Ajoutons  et  retranchons  (o)  et  (6);  il  vient 

?///i  =  Xiia  -  x).  0) 

yf  =  ax  —  X];  (H 

(7)  peut  s'écrire  sous  forme  de  rapport,  et  en  tenant  compte  de  (8)  et  de  (4),  on  trouve 


Vi  v/^i  +  y'i  \f^\  +  2Bx,//,  +  C//T 


ou 


y        a  -  X       \/t  +  (a  -  x)""       \/y^  +  C(a  -  xy  +  2B</(a  -  x) 
\/ax  n 


\/y'  +  (a  -  x)'       \/y^  +C  (a  -  a-)»  +  "iBy(a  -  x) 
L'équation  de    M    est  donc 

x[y^  +  C(a  -  xf  +  2Bj/(a  -  x)]  =  a[{a  -  x)«  +  y^\ 
ou  Cx{a  —  xy  -+-  2Bxy{a  —  x)  =  a{a  —  x)^  -\-  y\a  —  x) 

et  en  supprimant  le  facteur  (a  —  x),  il  vient 

C.T»  -  -2Kvy  +  f  -  a(C  +  \)x  +  a*  =  0.  (M) 

Le  lieu  M  est  donc  une  cani(iue  de  même  genre  que  la  conique  C,  et  ayant  ses  axes  paiallèles  à 
ceux  de  C. 

4.  Si  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère,  et  si    P   est  un  à  des  sommets  de  l'axe  focal,  ou  a 

C  =  -  1,  B  =  0. 

L'équation  de  l'hyperbole  équilatère  est  alors 

x^  —  y"  —  a*\ 
celle  de  M  devient  œ»  —  y'  —  a». 

C'est  l'hyperbole  équilatère  elle-même. 
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On  sait  en  efTct  que  lorsque  trois  points  sont  situés  sur  une  hyperbole  équilatère,  rorthoeentre 
du  triangle  formé  par  les  trois  points  est  situé  sur  cette  même  hyperbole. 

(E.-N.  Barisien. 

Conséquence.  —  Il  est  intéressant  ie  remarquer  que  lorsque  la  courbe  G  est  une  ellipse,  la 
courbe  L  est  une  autre  ellipse  qui  jouit  de  cette  propriété  que  les  aires  des  courbes  G  et  L  sont  propor- 
tionnelles aux  diamètres  respectifs  de  ces  deux  courbes  perpendiculaii'cs  au  diamètre  AB. 

Autres  solulions:  MM.  Audoin  (Louis-le-Giandj;  Lussaud  (Saint-Loui»);  Louis  Graux  (Nanles);  Jean  Tanasksco  (Bucarest^ 
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252.  —  Étant  donnée  une  cubique  n'ayant  pas  de  points  singuliers,  on  mène  les  tangentes  à  cette  courbe 
par  un  de  ses  points,  A.  Soient  Tj ,  Tj ,  T3 ,  T^  les  points  de  contact  des  tangentes  autres  que  la  tangente  en 
A.  Démontrer  que  le  point  de  rencontre  M  des  diagonales  du  quadrilatère  T^ ,  T^ ,  T3 ,  T4  et  les  pointa  de 
rencontre  M',  M"  des  côtés  opposés  sont  sur  la  cubique  et  que  les  tangentes  à  la  cubique  aux  points  M.  M' 
M"   concourent  en  un  même  point,  qui  est  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  A  avec  la  cubique. 

On  sait  que  les  tangentes  à  une  cubique  en  ses  points  do  rencontre  avec  uue  droite  reneonlreut 
de  nouveau  la  courbe  en  trois  points  en  ligue  droite. 

Réciproquement,  étant  donnés  trois  points  en  ligne  droite  A,  A',  B  sur  une  cubique,  si  on  joint 
le  point  de  contact  d'une  tangente  issue  de  A  au  point  de  contact  d'une  tangente  issue  de  A',  la  droite 
obtenue  passe  par  le  point  de  contact  d'une  tangente  issue  de  B. 

Supposons  que  les  deux  points  A  et  A'  soient  confondus,  la  droite  AA'B  est  alors  tangente  à  la 
courbe  au  point  A,  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  issues  ilu  point  A, 
la  droite  T/I^  par  exemple,  passe  par  le  point  de  contact  M  d'une  tangente  issue  du  point  B.  De 
même   TjTj   et  T/i\   passent  par  les  deux  autres  points  de  contact  M'  et  M". 

Alors  la  droite  TjT^  ne  pouvant  passer  ni  par  M'  ni  par  M",  passe  nécessairement  par  le  point  M, 

T^T^   par  le  point  M'  et  TJ^    par  le  point   M". 

G.  TzirzÉicA,  à  Bucbarost. 

Autres  solutions  par  MM.  L.  Bassal,  lycée  de  Toulouse;  E.  Hdijuiuenni;;  a.  Marmion,  lycée  de  Moulins. 


255.  —  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  ellipse  ai/ant  pour  foi/ers   F,  F',  les  quatre  droites  MF.  MF', 
M'F,  M' F'  sont  tangentes  à  un  même  cercle. 

Soient  P  le  point  de  rencontre  de  MF  et  M'F',  et  Q  le  poiut  de  rencjntio  de  MF'  et  M'F.  Soit  aussi 
T  le  pôle  de  MM'. 

Dans  le  triangh^  PM'F,  le  point  T  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle.  En  effet,  TM'  est 
I'  bi.ssectrice  extérieure  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  M'F' et  M'F.  et  par  suite  bissectrice 
intérieure  d(!  l'angle  PM'F.  Ou  sait  aussi  (jiie  TF  est  bissectrice  de  l'angle  Ml.M. 
Le  point  T  est  donc  bien  à  rgalo  distance  des  ilioiles  MF,  M'F'  et  M'F.  Do  même, 
dans  le  triangle  PMF',  le  poiut  T  est  à  égale  distance  des  droites  MF,  M'F'  et  MF'. 
Le  point  T  est  bien,  par  conséquent,  le  ceutro  du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère 
PMQM'. 

Rkmauuue.   —  11  est  intéressant  de  déterminer  le  rayon  dt>  co  oerclo.  L'ellipse 
ayant  pour  équation 

b\v'  +  a* g*  -:  aH)\  (1) 


i^ 
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si  nous  clésij;nons  par  (a  fi)  les  cooiikMiiirrs  iK-  T,  cl  piir  (.'•,.//,)  et  {ir.j/j  celles  de  M  et  M',  les  équations 
(le  MF  et  MF'  sont  respecti veinent 

//(./•,  -  c)  -  .r//,   4-  c!/^  ^  0, 

?/(.r,  +  c)  -  ,»•//,  -  nj^  --  0, 

lie  SOI  le  (|ue  hi  ilistanoe    /•  ilu  ])()int  T  à  la  dioile  MF  a  pour  exjjrossion 

p(a',  -  c)  -  a//,  +  n/,  _  pa^i  -  «y,  _  c(p  -  //,) 


?•  ■= 


^/(.r,  -  (•)*  +  y\  «•*' 


a 

a 

Ou  a  doue  fia  —  ---j  =  fir,  —  x//,  —  ci'i  —  //,).  (^) 

Ladistaucc  du  point  T  à  MF'  donne  de  même 

'•   i*  -1-  — I  —  |. 
a  1 


'"("  +  ~)  =  f'^i  -  "-^i  +  ^^?  -  .'/'^-  (3) 


En  ajoutant  (â)  et  (3),  on  trouve  r  — 

En  résolvant  l'équation  (li  et  la  suivante 


b-^x  +  r/^py  =  a^6%  (i) 


on  obtient  pour  iP,  et  //,  x^  =    


a-p^  +  b-y."" 


La  valeur  de  /'  devient  par  suite 

\ 


r  =  -  v/«'?'  +  b-x''  -  a-b-.  (5) 

Une   conséquence  immcdiale  de  cette    formule  (o)  est  que  lo  lieu  des  points  (a,  3)    tels    que    le 
rayon   v   soit  constant  est  une  ellipse  concentrique  et  homothétique  à  Fellipse  donnée. 

E.-N.  Baiusien. 

Solutions  géomélriq'JCS  analogues:  MM.  IUiii.y  i;Dijon):  L.  IJassai.  iToulouseï  ;  E.  Bourriemnb  ;  A.  Maiimion  l'Moulins)  ;  .1.  Vandifr  (WV  h 
Sainl-Maixenli  ;  Audoin  (I.oiiis-le-(;nind). 

Solution  analytique.  —  Soient  /  (w ,  v)  —  0,  (1) 

et  /  (m  ,  v)  +  X  (îf*  +  V)  —  0  (2) 

les  équations  respectives  du  couple  des  deux  points     F,    F'     et  de  la  conique  donnée.    L'équation 
tangentielle  du  couple  des  deux  points     M  ,    M'     sera  de  la  forme 

/■  (M  ,  v)  4-  X  (m«  +  r*)  +  \i.  (au  -r  'iv  +  1;=«  z=  0,  .    (3) 

1X1  H-  ;3y  H-  1  =:  0     représentant  le  piV.e   P   de    MM'    par  rapport  à  la  conique  donnée. 

L'équation  À  (w*  +  v"^)  +  \j.  (au  -i-  ;ir  4-  1)-  =  0 

étant  une  combinaison  homogène  des  équations  (h  et  (3i ,  le  cercle  qu'elle  représente  est  tangent  aux 
quatre  droites     MF,    MF',   M'F ,    M'F'. 

Rkmaiiijues.  —  1"  On  peut  supposer  que  l'équation  (Ij  représente  une  conique  véritable,  et  non  un 
couple  de  points.  On  a  ainsi  la  proposition  suivante: 

Si  de  deux  points  M,  M'  d'une  conique  ou  mène  les  quatre  tangentes  à  une  conique  homofocale, 
ces  quatre  droites  sont  tangentes  \  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  pAlc  de  MM'  par  rapport  à  la  conique 
dounée. 
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2"  De  là  cette  conséquence  :  Si  l'on  considère  les  cercles  tangents  à  deux  tangentes  fixes  d'une 
conique,  le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  autres  tangentes  communes  se  compose  de  deux 
coniques  homofocales  à  la  première. 

3°  Dans  le  cas  particulier  où  ces  tangentes  fixes  se  confondent,  on  a  un  sj^stème  de  cercles  tangents 
à  une  conique  en  un  point  fixe  et  l'on  retrouve  un  problème  connu.  Dans  ce  cas  l'une  des  coniques 
formant  le  lieu  précédent  se  réduit  à  une  droite  double  qui  est  la  tangente  au  point  de  contact  commun 
à  tous  les  cercles. 

4°  Supposons  que  dans  la  propriété  énoncée  plus  haut  (1"),  M  soit  l'un  des  points  d'intersection 
de  deux  conii^ucs  homofocales,  le  point  M'  étant  le  second  point  d'intersection  de  l'une  d'elles  avec  la 
tangente  en  M  à  l'autre,  la  circonférence  sera  alors  osculatrice  à  cette  conique  en  M  et  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  le  pôle  de  la  tangente  en  ce  point  par 
rapport  à  la  conique  homofocale  passant  par  ce  point. 

5°  Dans  la  démonstration  du  théorème  proposé,  la  valeur  qu'il  faut  attribuer  h  ix  pour  que 
l'équation  (3)  représente  un  couple  de  deux  points  n'intervient  pas.  On  peut  donc  encore  énoncer  la 
propoîilion  suivante  : 

On  considère  deux  coniques  homofocales  C,C'  et  une  conique  C"  bitangente  à  C.  Le  quadri- 
latère circonscrit  à  C  et  à  C"  est  circonscriptiblo  à  un  cercle  dont  le  centre  est  le  pôle  de  la  corde 
des  contacts  de    C"   et   C. 

6°  Ou  démonlrerait  de  même,  p^ur  l'espace,  la  propriété  suivante  : 

On  considère  deux  quadriques  homofocales  Q,  Q'  et  une  quatlrique  Q"  circonscrite  à  Q'.  Il 
existe  une  sphère  dont  le  centre  est  le  pôle  du  plan  de  contacts  des  quadriques  Q',  Q"  et  qui  est  inscrite 
à  la  développable  circonscrite  à   Q  et    (}".   —  On  peut  remplacer  Q"   par  une  section  plane  de   Q'. 

Cas  parliculicf.  —  La  surface  Q'  est  de  révolution  etl'on  prend  pour  quadrique  Q  lecoup'e  de  ses 
foyers  F,  F'.  La  développable  se  compose  de  deux  cônes  de  sommets  F,  F'  circonscrits  à  Q'.  On  a 
ce  théorème  : 

Si  une  quadric^ue  Q"  est  circonscrite  à  nue  quadrique  de  révolution  Q',  le  cône  circonoCrit  à  Q" 
et  ayant  pour  sommet  l'un  des  foyers  de  Q'  est  de  révolution,  son  axe  passant  par  le  pôle  du  plan  des 
contacts  de   Q'  et   Q". 

Si  l'on  remplace  Q"  par  une  section  plane  de  Q',  on  obtient  cette  propriété  encore  plus  particulière: 

Le  cône  ayant  pour  son  met  un  foyer  d"une  surface  de  révolution  et  pour  base  une  section  plane 
de  cette  surface  est  de  révolution,  son  axe  passant  par  le  pôle  de  la  section  plane. 

. A.  Mahmion,  lycée  de  Moulins. 

257.  —  On  donne  deux  points  F,  F';  soil  AB  la  pei'pendiculain'  clayc  au  nr/ieu  de  FF  .  /)•  /'un  de 
ces  poinls  on  mène  une  sécanlc  rcnconlrant  Ali  en  C  et  l'on  mène  par  C  nw  pevjwndii-alaire  ('.M  '/  (\V  cl 
de  F'   on  abaisse  sur  CM    une  perpendiculaire  (/ui  la  rencontre  en    M.    Lieu  de   M. 

Prenons  pour  axes   FF' et  Ali;    soit   "la   la  longueur    FF'. 
Une  droite  quelconque    FC    passant  i)ar  le  point  F  a  pour  éciualion 

(/  —  m  {.V  ■+■  a)  ; 
rordonnée  du  point   C   t>st  alors   mi   otréquation  de   la  droite   CM    s'écrit 

.V 

y  -  ma (1) 

La  droite    F'M    a  pour  équation 


//    --  m{.v  —  a).  ci) 

On  aura  l'équalion  ilu  lieu  en  éliminant  m  entre  les  é(|uatious  (I)  et  (i). 
On  obtient  ^"(.r  -  ^a)  -h  x{.v  -  h.i«  ^  0. 
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Transportons  l'origine  tles  coordonnces  au  iioiiit  F'  (a,  0).  Il  vient 

.r(a:«  -h  y*)  4-  a(.r»  -  //»)  =  0. 

On  voit  aussi  (]uc  lo  Hou  csl  une  stropho'Me  droite  (jui   a   pour  point  double  le  point     F'    et  pour 
sommet  le  point   0. 

Solution  r.ÈOMKTniQUE.  —  Menons  par  F'  une  perpendiculaire  à  FF'  qui  rencontre  OM  au  point  P. 
Le  point   0    étant  «''quidistant  des  deux  parallèles    FCl  et  F'M,    ou  a    OC  ^  OM,    puisque   CM  est 
perpecdiculaire  ;\  ces  deux  parallèles.  Le  triangle   CMD    étant  rectangle,  on  aura  aussi 

OM  :=  OD. 

Le  triangle    PMF    est  semblable  au  triangle  isocèle   DOM;  on  aura  donc 

PM  =  PF' 

et  le  lieu  du  point   M   est  une  slrophoïde  droite  qui  a  i)0ur  sommet  le  point  0    et  pour  point  double 

le  point    F'. 

G.  DE  France,  à  Versailles. 

Ont  résolu  la  rai-me  question  ;  MM.  II.  Ai.i.viin.  Condoivel;  AunouiN;  A.  Baili.y,  lycée  île  Dijon  ;  L.  Bass.vi.,  à  Toulouse;  Br.KssEL,  conilucteur  des 
Iravau.x  de  Paris;  Bourriknne;  Ch.  Hraillion.  lycée  d'Amiens;  A.  Du'hambaux,  lyciie  d'Amiens;  E.  Fo'jcart.  lycée Michelel;  Jos'ph  (Iihaud,  à  Saint- 
Vlhaire  'S.ione-et-l.oire^  ;  Goujon;  .1.  Hais,  àlilampes:  l'an!  llKNni.é,  Condor  cet":  li.  Il  usson,  soldai  au  20"  de  ligne,  à  Nancy;  Lannks,  lycéejlorhe; 
M.  .Mevrier,  école  Sainl-Sigisberl,  à  .Nancy;  A.  Moi;r.L,  ingénieur  au  Creusol;  Edmond  Uothé,  lycée  Henri-IV;  l'.-K.  Tkilhet,  ;\  Sainl-Éliennc; 
G.  TziTZEiCA,  à  Bucarest  ;  .1.  Vandikr,  soldat  au  i-|/i«  de  ligne,  à  Sainl-Maixent;  Edmond  (Jaltier  (Bordeaux)  ;  J.  fANASESco. 


259.  —  En  un  point   M  pris  sur  la  cubique  ayant  pour  équation 

ay*  -  X''  '  (C) 

on  mènela  tangente,  qui  rencontre  la  cubique  en   M'  ;  et  de  M  on  mène  la  tangente  MM"  qui  louche  la  cubique 
en  M" .  Montrer  que  lorsque  M  se  déplace  sur  la  cubique  C   : 

/"  La  droite   M'M"   enveloppe  une  cubique  de  la  même  famille  que   C  ; 

2"  Les  milieux  des  côtés  du  trianqle  MM'M"  ainsi  que  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  décrivent  chacun 
une  ruhiqu"  de  la  même  famille. 

Les  coordonnées  du  point   M    peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'un  paramètre    /  : 

X  —  a/%        y  =  al\ 

La  droite  ayant  pour  é([uation     ux  +  uy  —  I  —  0     coupe  la  cubique  en  trois  points  détinis  par 

les  racines  de  l'équation 

avt^  -h  auf  -  1  =^  0. 

Les  racines   t,  l' ,  t"   sont  liées  par  l'équation 

tt'  -+-  t't"  4-  l"t  =  0. 
Si  l'on  suppose  que  la  lîroite  devienne  tangente,  on  a  par  exiMuple  t''  -^  t  et  par  suite,  en  supposant 
tlt(), 

D'oli  il  résulte  que  les  coordonnées  du  point   M'   sont 


a/»  al' 

Lu  droite   MM"    étant  tangente  en    M,  les  coordonnées  de    M"    sont 

œ  =  Aat\        y  —  —  XatK 
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Les  coordonnées  des  milieux  des  côtés,  et  du  centre  de  gravité  du  triangle  MM'M",  et  plus 
généralement,  les  coordonnées  d'un  point   X,  Y,    telles  que 

X  =  kx  +  Bx'  +  Gx",        Y  =^  A'x  +  BV  +  C'a;", 

sont  de  la  forme     X  =  a/%        Y  =  ^P. 

Les  courbes  décrites  par  ces  points  sont  donc  des  paraboles  semi-cubiques  comme  la  courbe  donnée 

L'équation  de   M'M"  est 

21to  -4-  iOy  -  4a/3  =r  0. 

Son  enveloppe  a  donc  pour  équation     ay"^  —  "^^'' 
c'est  donc  encore  une  parabole  semi-cubique. 

BOURRIE.NNE. 

Solutions  analogues:  M\I.  Ai.i.aiîd  (lycée  Condorcci);  Audihi;ut  (Mirseillo);  Baii.ly  (Dijon);  Bassal  (T.)ulousej;  Bkailliox  (Amiens);  P.  Beoou 
(Marseille);  Duhamea^x  (Amiens);  G.  oe  France  (Versailles);  Lannes  (Versailles);  .Mevmer  (Ecole  Sainl-Sigisbert,  Nancy)  ;  Mokbl  (au  Creusot)  ; 
E.  NossuH  (26"  de  ligne,  Nancy);  Bourrienne;  Jean  Tanasesco  (Bucarest);  Chivot  (Amiens). 
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BOURSES  D'ENSEIGNEMENT  SUPERIEUR 

Licence  es  sciences  mathématiques. 

308.  —  On  considère  la  courbe  C  définie,  quand  t  varie  de  —  oo  à  -h  x  ,  par  le  point  dont  les 
coordonnées  rectangulaires    x,  y,  z    sont  données  par  les  formules 

X  =  3<,    y  =  3t2,     z  —  2tK 

1.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  égales  aux  cosinus 
des  angles  que  font  avec  les  axes  de  coordonnées  : 

1°  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe; 

â**  La  normale  principale; 

3°  La  perpendiculaire  au  plan  osculaleur. 

IL  Montrer  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  la  tan:;euto  et  la  perpendiculaire  au  plan 
osculaleur  en  un  point  de  la  courbe  a  une  direction  fixe,  et  que  par  conséquent  la  courbe  (C)  peut  être  regardée 
comme  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  manière  à  couper  sous  un  angle  de  ta"  toutes  les  génératrices 
de  ce  cylindre.  —  Former  l'équation  de  la  section  droite  de  ce  cylindre  rapportée  à  deux  axes  situés  dans 
son  plan,  et  la  construire. 

III.  Par  un  point  donné  sur  la  courbe  (U),  combien  peut-on  mener  de  plans  qui  passent  par  une  tangente 
à  celte  courbe  et  qui  soient  perpendiculaires  au  plan  osculaleur  au  point  de  contact  de  celte  tangente? 

Licence  es  sciences  physiques. 

Phyuù/iœ. 

I.  —  Définition  et  détermination  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation  d'un  liquide. 

II.  —  309.  Une  sphère  pleine,  de  ■2<)'"'  de  diamètre,  est  formée  d'une  substance  homogène  de  densité 
;2,();  elle  est  suspendue  par  un  fil  llexible  de  masse  négligeable. 

La  distance  entre  le  point  de  suspension  et  le  centre  do  la  sphère  est  l  mèire.  La  sphère  est  complète- 
ment immergée  dans  un  liquide  de  densité  1,3.  On  demande  quelle  sera  la  durée  dos  oscillations  infiniment 
petites  de  ce  pendule,  l'expérience  ayant  lieu  à  Paris,  où  l'intensité  de  la  pesanteur  est  «KSI  (en  prenant  le 
centimètre  et  la  seconde  comme  unités).  On  rappelle  que  le  rayon  de  giralion  d'une  sphère  pleine  homogène 

......       •  /'^     I 

par  rapport  a  un  axe  qui  passe  par  son  centre  est  égal  a  la  traction    »     ..     tle  son  rayon. 

Chimie. 

(lomparor  les  composés  hydrogénés  de  l'azoto,  du  phosphore  et  de  l'arsenic  au  point  do  vue  de  leurs 
inodes  de  formation,  de  leurs  propriétés  chimiques  caractéristiques  cl  de  leur  composiiion. 


tW  nrESTlONS  PHUPUSEES 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


310.  —  On  conshlbro  uu  polyuomo  eutier  de  degré   n,   à  cocfiicicuts  quelconques, 

f{x)  =  cio-v"  +  a,.T"~'  +  a.^x"-'-  +  .  . .  +  On-[X  +  a„ , 

et  l'on  di'signe  par     a,  b,  c,  ...,  l    ses    //    racines. 

I"  Former  les  fonclions  de  .t. 

1  1  1 

h T  +     .  .  .     H , 

X  —  a       X  —  0  X  —  l 

a  b  l 


X  —  a       X  —  b  X  —  l 

4- 


X  —  a       X  —  b  X  —  l 

a"-'  6"-'  /"-' 


et  les  mettre  sous  les  formes 


X  —  a       X  —  b  X  —  l 


f{x)       f[X)  f{X) 

2*'Monlrerque  ledéterminantdes  n'^  coefficients  des  polynômes  ©o»  ?i>  ...,  9«-i  est  le  discriminant 
de  /{x). 

E.  IIUMUKUT. 

311.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  hyperbole  (H)  de  foyers  F  et  F'.  On  considère  le 
cercle  lixe  (Cj  de  diamètre  FF'  et  le  cercle  variable  (S)  de  diamètre  MF,  Le  lieu  du  point  de  ren- 
contre des  tangentes  communes  aux  deux  cercles   (G)   et  (S)   est  une  hyperbole  ayant  un  de  ses 

foyers  au  centre  de  rhyjjerbole    (H)    et  un  de  ses  sommets  en    F. 

(E.-N.  Bahisien]. 

312.  —  Décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs  rationnels  l'expression 

(x  +  y  cos  C){y  +  ;r  cos  A)  (2  +  x  cos  Bj  +  {x  cos  G  +  y)(tj  cos  k  +  z){z-  cos  A  +  x), 

sachant  que    A  -+-  B  +  G  —  -. 

*313.  —  On  considère  toutes  les  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  foyer  donnes.  Trouver 

l'enveloppe  des  axes  non  transverses. 

(B.  Denain,  à  Rouen). 

314.  —  On  considère  les  coniques  inscrites  à  un  triangle  ABG  et  passant  par  un  point  fixe  P. 
Trouver  l'enveloppe  do  la  polaire  d'un  sommet   A   par  rapport  à  ces  coni<iues. 

(Louis  Gr.vux,  à  Nantes). 

315.  —  Ou  considère  les  coui([ues  inscrites  ù  un  triangle    ABU    et  telles  que  la  polaire    A'B' 

de   G   passe  par  un  point  fixe    P.  Soit  G'    le  point  de  conlact  avec  AB.    Trouver  le  lieu  du  point  de 

rencontre  de  GG'  et  A'B'. 

(Louis  GnAux,  à  Nantes). 


i;i;li.VTlM  .  —  gucslion  .'i07.  —  Au  lieu  de:  parallélogramme,  lire:  losaugc. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


NOTE  SUR  LES  SERIES  ALTERNEES 

Par  M.  Cil.  lïioclio,  professeur  au  collège  Stanislas. 


On  Sdit  ([u'une  série  à  termes  ullvinalivemcnt  positifs  et  négatifs  est  convergente  si  : 

1°  Le  terme  général  tend  vers  zéro; 

2°  A  partir  d'un  certain  rang,  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  inférieure  à  celle  du  précédent. 

On  sait  aussi  que  la  seconde  condition  n'est  pas  nécessaire.  Je  me  propose  d'indiquer  des  exemples, 

que  je  crois  nouveaux,  de  séries  allernres  convergentes  qui  ne  remplissent  pas  la  seconde  couditiou 

et  dont  la  série  des  modules  est  divergente. 

1 
Considérons,  en  cllet,  une  sér;e  alternée  dont  le  terme  général  positif  est     -     et  le  terme  général 

\  ,  11 

négatif    —  ■ -?      a  ci  b     élaiit  des  nombres  i)0sitifs.  On  voit  que > ,     dès  ciue 

n  +  an''  n  -h  1        n  -+■  an'' 

on''     (sL  supérieur  à  l.  Dans  ces  conditions,  les  valeurs  absolues  des  termes  n'iront  pas  en  décroissant 
constamment.  Il  est  facile  do  constater  que  lessérics  de  la  forme  précétlenle  sont  convergentes  pour 
6  <  4     et  divergentes  pour    6  >  1. 
Par  exemple,  la  série 

111111  1^  _    I        _l_    _         1 

ï  ~  2  "^  ^2  "~  4  "^'  3  ~  ()  "^  ■  ■  ■   "*"  ?7  ~  2^  ^  n  ^  1  "  2(?;  +   I)  "^  "  " 
est  divergente  (a  =  b  —  ]). 

11  II  1  1 


La  série 


1        3  n       n  -^  "2       n  +  1        n  -h  à 

est  convergente  (a  --  \,  b  ^  0\  quoicjuc  la  série  des  modules  de  ses  termes  soit  tlivergeate. 

Cil.  Bioche:. 
^  11  an'' 

licmarrjue.  --On  a 


n       n  -+-  an''       n*  +  an''+^ 

Supposons  d'abord     /;  <  i  cl  posons  b  =  i  —  [j.;  dans  ce  cas 

an''  an'^ 

71 1+:* 


7(*  4-  an''+i       n-  -r-  an--  -^ 

La  limite  de  cette  fraction  p-jur     /)     iiilini  ayant  un(î  valeur  liiiic     r*.     on  en  conclut  ([ue  la  série 

proposée  est  convergente  si     6  <  1. 

Supposons     />  >  1  ;  dans  ce  cas 

an''  on''"' 

n-    I-  an    '       7r  4-  an'  ^ 

a  pour  limite     a     (|Uiind     n     or.iit  indélinimenl;  ilonc  la  série  est  divcrgonto.  Il  en  est  oucorc  évi- 
demment de  même  si     b    -  I,     car  dan-;  ce  cas  • 

1  •        _       "        ' 

71       n  -H  an       \  -\-  a   n 
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NOTE 

SUn   UNE  OUKSTION   POSKE  AUX   EXAINIENS  DUAUX   DE   l'ÉGOLE   rOL\TEGHNIQUE 
l'ar  M.  <iJ.  Maiipin,  répétiteur  au  lycée  de  Nautes. 


Trouver  /'ordre  infinitésimal  de  la  somme 

c  A  B  L 

S  =  -I- +   . . .  + , 

X  —  a       X  —  1)  X  —  1 

1 
quand  x   devient  infini,  l'infinimenl  petit  piincijial  étant     -•     Trouver  la  partie  principale  de  cet  infiniment 

petit,  et  déterminer    A,  B,  . ,   ,  L;  a,  b,  .  . . ,  l    de  sorte  qu'il  soit  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible. 

Nous  supposerons  qu'aucune  des  quantités  A,  B,  . . .,  L  ne  soit  nulle,  et  que  toutes  les  quantités 

a,  b,  ...,  /   soient  distinctes.  Posons 

1   _ 

A  As 

alors  • —  :; =  As  +  kas."^  -r-  Aa'^i'^  +   . . . 

X  —  a       1  —  «£ 

Nous  voyons  que  l'ordre  infinitésimal  cherché  est  en  général  un,  la  partie  principale  de  S  étant 

(A  +  B  +  ...  +  L  £. 

S   sera  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  si 

A  +  B  +  ...  +  L  =  0; 

du  troisième  ordre  si,  en  outre  de  cette  dernière  condition,  nous  avons 

Aa  +  B6  +  ...  -hU  =  0, 
et  ainsi  de  suite. 

CoDsidéroQS  alors  le  système  des  équations 

Qi  =  A-f-B+  +L==  0, 

Q,  =  Aa  +  B^)  4-  +U  =  0,    ^ 

iV 

Q^  ==  Aa''-'  +  Bbi'-'  +  . . .  +  Lli'-'  =^  0. 

Nous  pouvons  considérer  ces  équations  comme  linéaires  et  homogènes  par  rapporta  A,  B,  . . .,  L  : 
il  en  résulte  que  nous  pourrons  assujettir  ces  m  quantités  A,B,  ..  ,  L  à  vérifier  les  (/u  —  i)  premières. 
Mais  dans  celles-ci  le  déterminant  des  coeflîcients  des  inconnues  (déterminant  de  Vandermonde)  est 
di fièrent  de  zéro;  ainsi  il  ne  sera  pas  possible  de  vérifier  plus  de  m  relations,  et  S  sera,  au  plus, 
d'ordre  infinitésimal   7/1. 

Cela  était  évident  a  priori:  en  effet,    S   se  met  sous  la  forme 

oïl    9   est  un  polynôme  entier  en  x   d'ordre   (m  —  1)  : 

'i(x)  ^  P,.ï"'-'  +  \\x-"-'  +  ...    f-  P„.-,u;  +  P„. , 

et  oii  f{x)  —  {x  —  a){x  —  b) (x  —  l) , 

et  il  est  clair  que   S   sera  d'ordre  infinitésimal    2,  'i,  \,   ...,  //;,    suivant  que  le  premier,  les  deux 
premiers,  les  trois  premiers,  . . . ,  les  {m  —  1)  premierà  des  CQ,efricients  de   (^{x)   serout  nuls. 
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Soient  alors  les  relations  P^  =  0, 

P.  =  0, 


(2) 


P,.  =  0. 


Elles  expriment,  comme  les  relations  (l),  les  conditions  nécessaires  et  smTisantes  pour  que  l'ordre 
infinitésimal  de  S  soit  {p  ■+■  1).  Ces  deux  systèmes  doivent  donc  être  équivalents,  ce  que  l'on  constate 
en  remarquant  que 

P.  -  Qi , 

p,  =  -  QiSa  +  Q, , 

P3  ^  Q.Hab  -  Q,Xa  +  Q3 ,  }  (3) 

P,  =  -  QjSaôc  +  Q,Sa6  -  Q.jSa  +  Q^ , 


Remarque  I.  —  La  première  des  relations  (1),  comparée  à  la  première  des  relations  (3j,  donne 

Pi  =.  A  +  B  +  . . .  +  L. 


ou,  puisque  .^  —  ,.,,     , 

f\a) 

Remarque  IL  —  Supposons  que  9(0;)   se  réduise  à  une  constante:   toutes  les  relations  (1)  sont 
vérifiées  jusqu'à  j)  =  m  —  i;   mais  ici 

9(")  -?(6)=  ...  =P».; 
ainsi  ces  relations  se  réduisent  à  %^  — —  =  0, 

^"■"    )  (S) 


Remaiiqh-:  II L  —  Des  relations  (4)  et  (5)  ou  déduit  aisément 
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265.  —  X,,  X,,  X3   étant  les  racines  de  l'éiiuation   x'  -f  \)\  -^^  <I  —  ^X    montrer  qu'on  peut  calculer  trois 

nombres    a,  b,  c,    tels  tjuc 

b  b  b 

X,  =  a  -»-  .  X,  —  a  H »  X,  —  a  H • 

c  +  X,  c  +  x^  c  -h  x, 

Déduire  la  réalité  de   x,,  x,,  x.,   de  celle  des  nombres   a,  b,  c. 

1  rans/'ormer  l'ei/uation  /irtiposce  ei  une  autre   f(y)  —  0,    oit  les  racines  y,.  v„  y,   donnent 

^«     -'--'  ya-l--.  y.  :^l-_. 


2i4 
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Ou  a  It's  rolalioiis 


Adtlilionuons  les  ro'ations  cionnces;  on  a 


a-,  +  j-j  +  .r^  :-  0, 
a'.,.v,  +  .J-y.r,  -f-  a\x.,  =  p, 

a-.a-,7-3  =  -  7. 


0  ^  3r/  -f-  6 


1  1 


Si  l'ou  pose 


ou  a 


_C  +  Xi         c  -\-  X^         C  +   X3 
(^{x)  —  x^  +  px  +  7, 
<f'(x)  Sx'^  -4-J) 


1  1  1 

_l 1_ 


ç(.r)        a'  +  px  -+  q       a;  —  a-,       x  —  ic.       x  —  x.j 
en  y  remplaçant   x  j.ar    —  c,    il  vient 


1  1 


\ 


3c*  4-  p 


c  4-  a-,        c  +  a  ;j       c  +  J-g       c"  +  pc  —  q 
et  par  suite  la  relation  piécciienle  peut  s'écrire 

3a (c'  +  fc  -  7)  +  6 (3c*  +  y)  =0.  (I) 

D'autre  part,  les  relations  données  devienneul,  enchâssant  le  dénominateur, 

x^x^  -f-  cx.^  —  axy  —  ac  -f-  6, 
X-^x^  -h  CTg  —  ax^  =  ac  -\-  b, 
x^Xi  4-  cr^  —  ax.j  =  ac  +  b; 
en  les  ajoutant,  on  a  p  ^  3 (oc  -+-  b).  (2) 

Multiplions  ces  mêmes  relations  respoclivemeut  par  0^3,0^1    et  .r„    puis  ajoutons -les  membre    à 

membre;  on  obtient 

-  37  +  (c  -  ajp  ^  0.  (3j 

Les  équations  (I),  (2)  et  (3)  déterminent   a,  b,  c   en  fonction  de   p   et  de   q. 


Des  relations  (2;  et  (3)  on  lire 


et  en  transportant  dans  (!j,  il  vient 


Sq 

a  =z  c 7 

P 

,       P        /         '^ 


37  37*         p 

Les  équations  (4),  (o),  (6j  résolvent  la  question. 

Pour  que  l'équation  flji  ait  ses  racines  réelles,  on  doit  avoir 

iy/'  +  2T7*  <  0. 

Je  dis  que  si    a,  b,  c   sont  réel--,   .r,,  x^,  .r,    le  sont  aussi. 

Enellet,  si  x,  etx,  étaient  imaginaires  conjugués,  par  exemple,  il  en  serait  de  même  t!e  a 


(4) 
(o) 

(6) 


c-f-.r 


i.tdca-f et  par  conséquent,   x^,    qui  est  égal  b   «H .    serait   imaginaire,    ce   qui    est 

c  +  x^  c  +  j-j 

impossible, 

n  1  voit  <lonc  que  la  rondilion  pour  que  l'cquation     a;^  +  px  +7=0     ait  ?es  racines  réelles  (st 

4//^   +  277*  <  0. 
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Pour  résoulre  la  dernière  partie  de  la  question,  remplaçons  dans  les  relations  (1),  (2)et(3)  a    par 
1,       b  par  —  1,    et  c  par  zéro;  ces  relations  se  réduisent  à  deux  et  s'écrivent 

p  +  3ry  -.  0, 
p  +  3  =  0; 
on  en  tire  p  =  —  3, 

et  l'équation  demandée  est  ?/'  —  3?/  +  1  —  0. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  géuéral,  si     a,  b,  c    sont  quelconques,  les  équations   (1),  (-2)  et  (3)  ne 
peuvent  déterminer  p  et  q;  pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  qu'on  ait 

(6  +  ac)[b  +  (a  -+-  c)*]  —  0, 


Aulies  solutions  par  MM.  Audiukrt,  à  Marseille;  A.  Iîaii.lv,  lycée  de  Dijon. 


l'aul  IIendlé, lycée Condorcet. 


Autre  solution.  —  Reprenons  le  système 

x^x.^  +  cx^  —  aXi  —  /i  —  0. 
x^x^  +  cx^  —  ax^  —  /t  =  0, 
X3X1  +  cXi  —  ax.^  —  h  ^  0, 
où  l'on  a  posé  h  —  ac  +  b. 

On  voit  d'abord  que  le  déterminant  ilu  système  est  dillerent  do  zéro,  si  l'on  suppose    p  ■z±  0.     En 
effet,  ce  déterminant 


X, 

1 

X, 

1 

X, 

1 

est  égal  à  x\  4-  xî  +  x'i  —  {XiX-,  +  XiXs  +  XsXi)  ; 

il  est  donc  égal  à    —  3/;. 

Cela  étant,  on  a,  comme  plus  haut,    3A  ^  p. 

Il  est  facile  d'avoir  directement  c   et  a.    Eu  effet,  les  formules  de  Cramer  donnent 

.T,Xî(.iv  -  X,)  +  x.,x,{x,  -  x^)  +  x,.i\{x^  -  X,)  -  3pc  =^  0, 
ir^.Xï(r.,  -  ,Ti)  4-  x^x-^Li  -  x^)  +  x^Xiix^  —  a*..,)  -  2pn  ^  0. 
Si  l'on  pose  V  =  XiXJ  +  x-yxl  +  Xivi, 

V  —  x'iXi  4-  xie-i  +  .TavCi, 
ces  formules  deviennent  V  +  3</  —  3/Jc  —  0,  (7) 

V  -I-  37  +  3pa  rr  0.  (8) 

Nous  allons  cilculer    V   et   V. 

On  il  d'abord  \'  h-  V  =  XiX^iœ^  +  a-.,)  -t-  x^xjx^   f-  x^\  4-  a'3.r,(.r,  4-  a*,)  ; 

donc,  en  tenant  ompt'î  do  .r,  +  .r,  ■+•  x^  ~  0, 

on  obtient  V  +  V    -  87. 

Ou  peut  déjà  remariiuiM-  ([uc  les  formules  (7)  et  iS)  donnent 

p{a  —  c)  4-  37  ::=  0  : 
c'est  la  formule  (3;. 

En  second  lieu.  V  —  V  —  ;c,ir,(a;,  —  a*,)  4-  ■»V''3l-'';i  —  '''«^  +  -'Vi^ï'!  —  *f.i) 

ou  V  -  V  =  (.r,  -  .i\){x^  -  x,)(x,  -  .r,). 
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Or,  ou  sait  que  (a-,  —  a-,)(a:,  —  x^JiXs  —  a;,)  =  ±  \/ —  {^p^  +  ^"«y')  ; 

c'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  vérifie  sans  peine.  A  cet  effet,  remarquons  que 

(xi  —  X-,)-  =  x\  +  xr>  —  Sj-iX.  =  —  2/)  —  a-l  H — 

et,  en  remplaçant   —  .r';!   par  p.r;,  +  q,   on  a 

3(7  —  px., 

{X,  -  a-,)^^      ,.      ; 

Il  résulte  des  calculs  précédents  que 


39  4-  gy/-  A                            ^<?  -  E\/-  A 
^  = 2 '  ^    -  ~2 


A   désignanl  le  discrirainanl   4/;"  4-  ^'q^. 
Les  formules  (7)  et  (8^  deviennent  ainsi  : 


bp 


-  9r/  +  sy/-  A 

a  =  -^ 

bp 

P 
et  enfin  b  =  r^  —  ce 

o 

,        p        A  +  8io*         A 

Il  y  a  donc  deux  solutions. 

Au  surplus,  celte  partie  de  la  question  se  ramène  comme  on  sait  à  ce  problème:  trouver  la 

substitution  rationnelle  la  plus  générale  qui  ne  change  pas  l'équation  proposée.  Cette  question,  posée 

au    concours  général,    a   élé  traitée  complètement   par   M.  A.  Aubry   dans   les  Nouvelles  Annales, 

année  1887,  p.  17o. 

(B.  N.) 
♦ • 
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253.  —  Étant  donnée  une  cissoide,  trouver:  Pie  lieu  du  milieu  d'une  corde  AB   vue  du  point  de 
rebroassement  sous  un  angle  droit;  2°  l'enveloppe  de  AB. 

Soit  l'équation  de  la  cissoide  £c(a;*  4-  if)  —  aif.  (1) 

1"  En  posant    y  =  mx,   les  coordonnées  d'un  point  de  la  cissoide  sont 


am^  am' 


X  =  -— — -2,  y  = 


i  +  m  1  +  m' 

1 
Telles  sont  les  coordonnées  du  point    A.   En  changeant  m   en ^    ou  obtient  pour  les  coor- 
données du  point  B 

a  ,  a 


^  =  T——-0  '  y  =  - 


1  -I-  m*  m(l  +  m'^j 

Or,  si    X   et   Y    sont  les  coordonnées  du  milieu  de   AB,    on  a  immcdiatcment 

2X  rz:  .T  -t-  a;'  3=  «. 

Lo  lieu  do  ce  milieu  est  donc  la  droite    X   -  -• 
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2°  Soit  maintenant  ux  -i-  vy  =  i  (2) 

l'cquation  de  la  corde  AB.  Formons  une  combinaison  homogène  au  moyen  de  (l)  et  (2)  afin  d'obtenir 
l'équation  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  d'intersection  de  la  droite  (2)  avec  la  courbe  (1). 
Nous  avons  ainsi  x{x^  +  7f)  —  a\/{ux  +  vy). 

En  posant  —  =  m,   nous  avons  l'équalion  aux  coefficients  angulaires 

Ou 

avm^  +  in\au  —  1)  —  1  =^  0.  (3) 

Si   ?»!,  m^  et  WÎ3   sont  les  trois  racines  do  cette  cqualion,  nous  avons 

i  —  au  ,,. 

(m,  +  m.,)  +  m,  =  — -^  '  (^) 

m^m.^  -f-  W3(m,  +  m^  —  0,  (o) 

^  (6) 


myin^  =  -  1,  (") 

ce  qui  indique  que  deux  des  directions  sont  rectangulaires.  En  éliminant  {m^m.^,    m^   et  (/«j  4-  m,) 
entre  les  quatre  équations  (4),  (o),  (6)  et  (7),  on  trouve 


Exprimons  que 


m,  ==  - 


1 


av 


711 1  +  w.^  —    -  cv, 
a^v"^  —  au  +  2  =  0. 


(8) 

(9) 


et  la  relation  entre  u  et  v, 

L'équation  (2)  devient  alors,  en  fonction  du  seul  paramètre   v, 

x{a^v'^  +  2)  +  avy  =  a; 
V   étant  au  second  degré  dans  (9),  on  trouve  immédiatement  pour  l'enveloppe  de  la  droite  (l^j 

y^  =^x{2x  -  a).  (10) 

C'est  une  hyperbole  ayant  l'axe  des  x  pour  axe  trausverse.  L'un  des  sommets  est  au  point  de 


rebroussemenï  de  la  cissoï  le  et  la  longueur  de  l'axe  transverse  est  ^ 


E.-N.  B.VHISIKN. 


Ont  envoyé  (les  solutions  exactos  :  AIM.  Audiueht  iMai>eille);  Audon  Jyc'e  Louis-le-Gnind);  Bailly  i  Dijon):  !..  IUss.vl  (Toulouse^;  G.  Blocu 
(Dijon);  Houhriennk;  K.  I'aucillon;  P.  Coujo.n;  I..  Lannes  (Versailles)  ;  II.  .Mi:ïnikr  (Nancy);  Mcrel  (au  Crcusol):  A.  1>ouliiart  (ClermonlU  Rothb 
(Henri  IVi;  Vili.kqleï  (Semur)  ;  Tzitzéici  (Biicaresl)  ;  A.  I'kiîier  (Igoville). 

M.  ViLLEQUEV  généralise  la  seconde  partie  eu  remplaçant  la  cissoïJo  par  une  cubi([ue  avant   i.n  point 
double;  l'enveloppe  d'une  corde  viio  du  point  double  sous   uu   auj^le   droit  est  une 
p     conique. 


D 


SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE   DH    LA   PREMIÈRE    PARTIE 

Soient   C   le  cercle  générateur,  et   0   le  point  double  do  lacissoïde;  si,  par 

les  extrémités    A',  B'    du  diamètre    A'OB'    on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 

OC,    CCS  droites  étant  à  des  distances  égales  du  ceulre,  on  en  déduit    OH  =  KD, 

et  par  suite    OV  -  -  A'P,    OB'  ^  BQ;    donc    A  et  B    soat  les  points  de  la  cissoïde 

qni  correspondent  à   l'angle  droit  considéré;  le  milieu  de   AR    osl  ilouc  sur  la 

perpendiculaire  à   OC   menée  par  le  point  C. 
Q  MM.  Bloch:  I'ak  ii  ion  ;  lùnni. 

M.  Raili.v  déinontrc  la  proposition  en  considoraiit  l.i  cissoïdo  comme  la  podaire  du  sommet  de  la  parabole. 
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258.  —  ()/i  donne  un  point  fur  P  dans  le  plan  d'une  eoniqae.  Par  ce  point  P  on  mène  deux  droites 
telles  (jue  le  produit  de  leurs  eoi'jlicients  an(/ulaires  soit  constant.  Montrer  que  les  sécantes  communes  à  la 
conique  et  à  ces  dtux  droites  enveloppent  une  co7iique. 

Lo  coenicient  aiig-iilaiie  d\iuo  ilioito  change  avec  la  diioctiou  des  axes  cooidoimés;  cetlc 
direclioii  doit  donc  être  donnée,  niais  nous  pouvons  supposer  le  point   P   à  l'origine. 

Soit  Ax'  4-  '2Bx!/  +  C//'  -H  2L\c  -t-  -2Ky  h-  F  ^  0 

l'équation  de  la  conique,  et  désignons  par 

n.r  -+-  vij  4-  ir  =  0, 

l'équation  d'une  des  droites  dont  on  cherche  l'enveloppe. 

L'équation  de  l'ensemble  des  droites  joignant  le  point  P  aux  points  de  rencontre  de  la  cjnique 
et  de  celte  droite  est 

w'^iA.v''  +  ^2Bxy  ■+■  Cif)  —  2»'(D,r  -t-  E//)(t<a3  +  vi/)  +  F  (ux  +  r//)«  =  0. 

Écrivons  que  lo  produit  des  coelTicients  angulaires  de  ces  deux  droites  est  égal  à  un  nombre  fixe 

/.  :  on  a 

Au'-  —  21) H w  -+■  Fit^ 

Cw'^  —  'ilivw  +  ¥v'^ 

ou  F(u*  -  /.y»)  -  2DM?i'  +  2Ekvw  +  w*(A.  -  /.C)  =  0;  (1) 

Ou  a  ainsi  l'équation  taugentielle  d'une  conique  qui  est  l'enveloppe  cherché 2. 

Pour  que   l'équation  représente  une  véritable  coniquo,  il  faut  que  le  discriminant  du  j)remier 

membre  soit  JiU'éront  de  zéro. 

Or,  ce  discriminant  est  égal  à 

/.•F[A-(CF  -  E-^)  -  (AF  -  D')]. 

Comme  k  est  supposé  ditroreut  de  zéro,  on  voit  que  le  discriminant  sera  nul  dans  les  deux  cas 
suivants  : 

1°  F  =  0;  la  conique  donnée  passe  par  l'origine,  l'éciuation  (l)  représente  alors  deux  points  dont 
l'un  est  l'origine.  Les  sécantes  communes  à  la  conique  et  à  deux  droites  passant  par  le  point  P  se 
composent  de  la  tangente  à  la  conique  au  point   P   et  d'une  autre  droite  qui  passe  par  un  point  fixe. 

2^  A-(CF  -  E-^)  -  (AF  -  D^)  =--  0 

AF  -  D» 

Remarquons  que     AF  —  D-   et   CF  —  E-     s)nt  les  coeiricients  de   v-   et  de    u*    dans  ré([uation 

AF  —  D^ 

langentielle   de  la  conique   donnée;   par  conséquent :r^    est  égal  au  produit  des  coellicients 

Lit    —  iij 

angulaires  des  tangentes  menées  par  le  point   P   à  la  conique. 

On  voit  donc  que  l'enveloppe  cherchée  se  composera  de  deux  points  si  les  tangentes  issues  ilu 
point  P  à  la  conique  sont  telles  que  le  pro>luit  de  leurs  coefiicieuts  angulaires  soit  égal  au  nombre 
donné   k. 

Dans  tout  autre  cas,  l'équation  (1;  icpr  •sente  une  véritable  conique,  ellipse  ou  iiyperbole.  Pour 
qu'elle  représente  une  parabole,  il  faut  que 

A  -  kC  =  0, 

il  faut  que  le  produit  des  cocrficients  angulaires  des  asymptotes  de  la  coni([ue  dounée   soit  égal  au 
nombre  donné   A. 
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Remarquons,  en  terminant,  que  l't^qualion  de  l'enveloppe  peut  s'écrire 

Fit-  -  2T)uw  +  \w^  -  k  (Vv,  -  ÎEvw  +  Civ^)  =  0. 
Cette  équation  est  satisfaile,  quelque  soit  /.-,  par  les  valeurs  de  u,  v,  w  qui  vérilieut  les  équations 

Fu-  —  '2Duw  +  Aw-  —  0, 

Fi;'-  -  ^Evw  +  Cm;'"  =  0  ; 

ces  équations  s  )nt  les  é|uations  tangentielles  des  points  de  rencontre  de  la  conique  donnée  avec  les 
axes  Ox  et  Oij.  Si  l'on  joint  ces  points  deux  à  deux,  on  obtient  quitre  droites  c[ui  sont  tangentes  a 
l'enveloppe,  quel  que  soit   h. 

Cela  revient  à  considérer  les  deux  axes  comme  uuo.  position  particulière  des  deux  droites  variables. 

A.  Bailly  ilycéc  de  Dijon). 

Solution  géométrique.  —  Deux  droites  va<iables  pass.mt  par  un  point  P  et  dout  le  produit  îles 
coellieieQts  angulaires  est  constant  engendrent  deut  faisceaux  en  involutioii  et  p  ir  conséquent  divisent 
harmouiquement  deux  droites  fixes    PA    et   PB,    rayons  doubles  de  cette  involution. 

Considérons  deux  rayons  homologues  qui  rencontrent  la  conif{ue  aux  points  C  et  D;  nous  allons 
chercher  l'envoloppe  de  la  droite  CD;  c;tte  droite  renco!ilre  PA  et  PB  en  tleux  points  H  et  K, 
conjugués  haruiouiques  par  rapport  à    C   et   D. 

Les  points  H  et  K  décrivent  sur  PA  et  PB  des  divisions  homographiques,  car  a  un  point  H 
quelconque  de  la  droite  PA  correspond  un  seul  point  K,  intersection  de  PB  avec  la  polaire  du 
point   H. 

L'envek.ppe  de  la  droite  CD  est  donc  une  conique  tangente  aux  droites  PA  et  PB,  les  points  de 
contict  étant  les  points  homologues  du  point  P,  c'est-à-dire  les  points  M 
et   N   intersections  de    PA    et   PB   avec  la  polaiie  du  point    P. 

Cette  conique  est  aussi  tangente  aux  tangtiutes  à  la  conique  ilonnée  aux 
points  de  ri-ncontre  avec  les  droites  PA  et  PB  ;  on  le  voit  aisément  eu  suppo- 
sant que  les  deux  droites  P(^.  et  PD  se  confondent  avec  l'un  des  rayons 
doubles    PA  ou  PB. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  PC  et  PD  sont  perpendiculaires,  les 
rayons  doubles  PA  et  PB  sont  les  droites  isotropes,  l'enveloppe  est  une 
coni(]ue  ([iii  a  pour  loyer  le  point  P  et  pour  directrice  la  polaire  du  jjoint  P 
par  ra})poit  à  la  coni(iue  donnée. 

Si  la  droite  MN  passe  par  le  point  P,  c'est-a-ilire  si  le  point  P  est  sur 
la  conique,  les  droites  CD  passent  par  un  point  fixe.  (Théorème  de  Frégier.) 
Enfin  les  tangentes  issues  du  point  P  sont  rayons  homologues  de  l'iiivo 
lutioii,  c"est->dire  si  ces  tangentes  divisent  harmouiquement  PA  et  PB,  le  point  N  est  le  pôle 
de  PA,  la  polaire  d'un  point  ([uelconque  II  do  PA  pas>o  par  le  point  X.  toutes  les  droite-  telles 
(lue   CD   passent  soit  par  le  point   M    soit  par  le  point   N,    l'enveloppe  se  réiluit  à  ileux  points. 

On  peut  considérer  ce  théorème  romme  un  cas  particulier  il'un  théorème  plus  gériéral  (jui  peut 
8  énoncer  ainsi  : 

L'enveloppe  îles  droites  (jui  coupenf  ileu.r  eoniintes  en  (/ualre  poinls  iotijuijuès  hanitoniqticn  e.fl  une  conique 
tangente  (iHx  huit  tinu/entes  à  ces  coniques  en  leurs  points  (l'inlerseclion.  (S.vlmd.n,  Sections  coniques,  n"  33o.) 

Kii.  lliNMiN,  soldai  au  iCf  d'iiifaiiloric,  à  Nancy. 

Ont  iiSsolti  la  inôiuo  riuo-ilion  :  MM.  II.  Ai.i.ahi>  (Condoiocl) :  I,.  livss.vi.  ilyci'o  il<'  roiiloiis«>i;  K.  Boiihhikxm;;  c.h  Brailion  (lyc«5«  d'Amicnsi  : 
II.  CiiKiioNMRr   ('.ondoicon;  IMmI  IIknkii':  (Condoroi-H  ;  L.  I.anmvs  (lycée  lloclio  ;  M    Mkynikr  (école  Sainl-Sixi»lM'rl  .  à  .\;iiic\  ;  J.  Vandieh.  soliial  au 

1 1  i"  d'iiifaiitiTic,  -à  Saim-.Maixciil  ;  A.  Ai'hoin  iI.hiijs  IcHraiid'  ;  K.  i;.\i.Tmii  (HniiliMUX'. 
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261.  —  /:/(;///  ilonnée  une  famille  de  voniiiues  hnmof ovales  : 

/"  Trourcr  l'enveloppe  des  polaires  d  un  point  fixe    P  par  rapport  à  ces  coniques; 

2°  Trouver  la ^)olaire  réciproque  de  i hyperbole  d'Apollonius  relative  à  P  et  à  l'une  de  ces  coniques, 
prise  pour  conique  directrice; 

.:?"  Enveloppe  des  normales  telles  que  les  tangentes  ouxpoints  d'incuknce  passent  par  P.  0/t  doit  trouver 
la  même  courbe  dans  les  trois  cas.  Expliquer  pourquoi. 

Nous  allous  montrer  d'abortl  que  l'enveloppe  des  polaires  et  celle  des  normales  coïncident;  il  en 
résultera  que  les  polaires  réciproques  de  ces  courbes  se  confondront  aussi. 

Nous  détermine:ons  ensuite  la  nature  de  l'enveloppe,  qui  e.'t  une  parabole  dont  la  polaire  réci- 
proque est  une  hyperbole  d'Apollonius  relative  à    P    et  à  l'une  de  ces  coniques. 

Soient    a  et  p     les  coordonnées  du  point    P,     et 

.r*  1/- 


l'équation  d'une  famille  de  coniques  homofocales. 

Gouaidérous  la  polaire  de    P     relative  à  une  conique  (A,). 


^^J^  =  '^  w 


(i-  - 

et  une  nom' aie  à  une  autre  conique  (À,) 

{b-  4-  Xa)j^Y  -  (a-  +  l,)yX  +  (a^  -  b^)xy  =  0,  (2) 

X  et  y     désignant  les  coordonnées  du  point  d'incidence. 

La  condition  pour  que  (i)  et  ("2)  représentent  une  même  droite  est  exprimée  par  les  relations 


d'oîi  on  lire 
et 


(6*  +  ïi)x            (a'^  + 

\)y 

[a^  -  b'-)xy 

a(a«  -  b-')x 
"  '''  ~     a'^  +  X,     ' 

Ha^  -  b^)y 
'^    ^  ^  ~           b-  +  \ 

CtX 

P-'/      .-^ 

a-* 


Les  deux  premières  conditions  se  résolvent  eu  une  seule  si  la  troisième  a  lieu;  c'est-à-dire  qu'à 
chaque  polaire  (I)  correspondra  une  normale  (2)  se  confondant  avec  elle,  si  le  point  d'incidence  de  (2) 
est  déterminé  par  la  rencontre  avec  i}.^)  de  la  droite  des  contacts  des  tangentes  menées  de  P  à  cette 
conique   Or,  c'est  là  une  des  données  du  problème;  les  droites  (1)  et  (2)  ont  donc  même  enveloppe. 

Pour  avoir  l'expression  de  l'enveloppe  de  (1),  il  faut  éliminer  X,  entre  l'équation  de  cette  droite 
et  sa  dérivée  relative  à  ce  paramètre 

"^  H-  ^^  =0. 

(a-  -I-  l,Y       ib'^  +  ),)* 

Le  résultat  de  l'élimination  est 

(a  X  4-  r^Y)*  -  2(a^  -  6*j(aX  -  f^Y)  +  (0=  -  6^^  ^  0,  (3) 

qui  représente  une  parabole. 

La  polaire  réciproque  d'une  courbe  est  le  lieu  des  pôles  de  ses  diverses  tangentes.  Or  les  tangentes 
à  {;-{)  ont  pour  expression  générale  (1),  formule  dans  laquelle  Xj  peut  prendre  toute  valeur.  Si  x  et  // 
désignent  les  coor  lonnées  du  pôle  de  (I  i,  par  rapport  à  (X),  la  polaire  de  ce  point 

.tX  ?/Y 


X        b*  +  X 


T     =\. 
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devra  coïnciler  avec  (1);  do  là  les  relations 


-1, 


a(a*  +  A)        «(6*  -r 

entre  lesquelles  l'élimination  de     /j     conne 

(a'*  —  b'^)  xij  +  fi  {¥  +  l)  X  —  oi  (a"-  +  l)  y  =  0, 

équation  de  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à     P    et  à  (X). 

(Aldibert,  à  Marseille.) 

Ont  résolu  la  question  :  .MM.  Gaili.y  (Dijon);  deFr.ixce  (Versailles  ;  P.  FlKNDr,é  (ilomlorceti;  r,.  TziTZÉiCA'Bucaresl);  Bass.vl  (Toulouse);  BoCRnigssE. 

Solution  géo.métiu.jue.  —  La  famille  de  coniques  homofocales  donnée  constitue  un  faisceau  taigen- 
tiel;  les  sommets  du  quadrilatère  complet  formé  par  les  tangentes  communes  sont  les  foyers  et  les 
points  cycliques.  L'enveloppe  des  polaires  de  P  pai  rapport  à  ces  courbes  est  une  parabole.  Le  point 
P    est  un  point  de  la  directrice. 

Le  point  P  est  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  ce  point  et  à  1  une  quelconque  des  coniques 
du  faisceau;  donc  la  polaire  D  de  P  relative  à  cette  conique  est  tangente  à  la  polaire  réciproque 
de  l'hyperbole  d'Apollonius,  la  conique  considérée  étant  prise  pour  conique  directrice. 

Le  lieu  des  pôles  de     D     est  une  droite     D'    passant  par    P    et  perpendiculaire  à     D;     il  y  a 

une  conique  du  faisceau   tangente  à     D    au  point  de  concours  de    D  et  D'    et  une  autre  conique 

normale  à     D     au  même  point.  Donc    D     est  une  normale,  la  tangente  au  point  li'incidence  passant 

par    P. 

II.  Cheronnet  {Condorcet}. 

Autre  solution  géoniélrii|iie  ijar  .M.  1'.  Henuli;  (Condorcet.) 


263.  —  1°  Le  lieu  des  centres  des  conir/ucs  passant  parle  sommet  d'un  angle  droit,  dont  les  foyers  se 
déplacent  chacun  sur  un  des  côtés  de  cet  angle  il  dont  la  somme  da  carrés  des  a.ves  est  constante  se  compose 
d'une  hyperbole  et  d'un  cercle. 

2°  Si  au  lieu  de  la  somme  des  carrés  des  axes  constante,  c'est  l'axe  focal  rjui  a  une  grandeur  constantey 
le  lieu  des  centres  se  compose  de  deux  droites. 

3"  Si  c'est  l'axe  non  focal  qui  a  une  grandeur  constante,  le  lieu  est  une  hyperbole  équilatére, 

1°  Prenons  pour  axes  les  deux  côtés  de  l'angle,  et  dc->iguons  par  il(i,%  les  longueurs  géométritjues 
des  axes;    x  cl  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  on  a,  si  la  conique  est  une  ellipse, 

\x\  +  \y\  =  a, 
x*  +  y^  =  a'  —  h-, 
a^  +   b'  ~  k*  ; 
en  éliminant  a'  et  6*,   on  obtient       a;*  +  y-  ±  \xy  —  /i*  :=  0, 
équation  qui  représente  deux  hyperboles. 

Si  la  conique  variable  est  une  hyperbole,  on  a 

|a:|  -  |y|  =  :^  a, 

X-  +  //-  -  a«  -+-  6»; 

en  supposant  que  ce  soit  la  somme  des  cirrés  des  longueurs  géométriques  qui  soit  constanto,  on  voit 

que  le  lieu  est  représenté  par  la  deruicro  équation;  c'est  un  corde  qui  a  pour  contre  l'origino. 

Si  au  contraire  on  suppose  que  la   somme  dos  carrés  ilos    longueurs  algebrique^s  dos  axes  est 

constante,  on  a 

</*  -  b'  -^   l,\ 

et  l'on  (rouvo  oon^nio  lion  l(>a  deux  hyperboles  précédontos. 
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2"  Si    u    est  constant,  le  lieu  se  compose  dos  ijuatre  droites 

-±  .V  -±  y  =  a. 

3"  Si    b  est  coustunt.  le  lien  s'oblient  en  éliminant  a  entre  les  écinations 

,T-    +   //«    =1   rt«    +   EÔ*. 

t  étant  éyal  à    -ri    si  la  coniqno  est  une  hyperbole  et  à    —  1,    si  c'est  une  ellipse. 

On  trouve  pour  équation  du  lieu  'ixy  —  rt  //-, 

(|ui  représente  deux  hyperboles  équilatères. 

E.  l'OLCART,  lycée  Michclct. 

Solutions  an:ilo;;uos  :  MM.  AiDiiiKiir  (Marseille)  ;    Aruoi.N   (Louis-lo-Grand);    li.Mii.Y  (Diioni  ;  I'.  Iîkcou  (Mai-seiiic)  ;   liiocii  (Kijoii)  ;  I)i;   Fh.\m:b 
(Versailles»  ;  Mkïnikii  (Nancj  i  ;  Tzitzhca  (Bucarest). 


269.  —  Hlant  donnée  (/••ux  ponus  A,  B,  on  considère  toutes  les  ellipses  E  qui  ont  A  pour  sommet 
d'un  axe,  et   B  pour  sommet  de  l'autre. 

/"  Trouver  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres  conjugués  égaux; 

2"^  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  ellipses   E; 

3'  Démontrer  qu'en  chacun  des  points  M  où  une  des  ellipses  E  est  rencontrée  par  celle  qui  lui  est  infiniment 
voisine,  la  tangente  à  ceite  ellipse  est  perpendiculaire  à  un  des  diamètres  conjugués  égaux.  En  déduire  que 
toutes  les  ellipses  E  sont  enveloppées  par  une  courbe  parallèle  à  une  ellipse. 

Désignons  par  2/  la  longueur  de  la  corde  AB  ;  chaque  ellipse  E  aura  !-on  centre  0  sur  le  cercle 
do  rayon    /   décrit  sur  AB   comme  diamètre. 

Les  longueurs   a  et   b   des  demi-axes   AO   et  BO   de   E,    liées  par  la  relation 

a^  +  b''  ^  4/% 
seront  déterminées  quand  ou  se  donnera  le  rapport  -  • 

1"  La  longueur  des  demi  diamètres  conjugués  égaux  est  constante  et  égale  à 


^' 


b^  ,- 

—     ou     /  v/2. 


L'un  de  ces  diamètres  passeia  par  le,  rr.ilitu  I  de  AB,  par  lequel  il  est  divisé  en  deux  segments 
de  longueur  /  (1 -I- v/4)  et  /  (v/2  -  l)- Les  lieux  de  ses  extrémités  seront  les  deux  cercles  concentriques 
décrits  de   I   comme  centre  avec  ces  segments  comme  rayons. 

Quant  au  second  diamètre,  il  demeure  parallèle  à  AB  pendant  que  son  milieu  se  meut  sur  le  cercle  (I,/j. 

Ces  deux  extrémités  décriront  deux  cercles  égaux  de  rayon  /  ayant  leurs  centres  sur  AB  aune 
distance  de    I    égale  à  ±  l\/'î. 

Ces  quatre  cercles,  lieux  des  extrémités,  se  touchent  sur  la  droite   AB  qui  joint  leurs  centres. 

2°  Lieu  des  foyers.  Prenons  A  jjour  pôle,  AB  pour  axe  ])oIairc.  Désignons  par  r  lu  dislance  du 
pôle  aux  foyers  do  E, 

Si  l'on  fiiit   BAO  =  0,  on  aura 

a  ~  ±1  cos  0  ,     b  —  ^1  sin  0 ,     c  —  "^Vcos  40. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


2o3 


Comme    v  =  a  ±  c ,     l'c^^uatioa  polaire  du  lieu  des  loyers  sera 


r  —  ^l  (cos  0  ri:  v/cos  2)). 


La  courbe  est  symétrique  par 
rapport  ù    AB. 

I"ou  r  les  valeurs  de  0  inférieures 
à  -"»  ;•  a  deux   valeurs  réelle?,  et 

les  deux  branches  du  lieu  parties, 
pour  0  ;:=  0,  du  pùle  A  et  du 
point  D   (AD  =  \l)   se  rejoionent 

quand    0  atteint  y.    en  C  où  elles 

sont  tangentes  au  rayon  vecteur 
AC  —  //->  et  l'ellipse  E  se  résout 
en  un  cercle  (C,  l\^^ï^. 

Pour  des  valeurs  de   0   supé- 
rieures à   -y     les    fovers   passent 
4  -         ^ 

sur   EO   et  tracent  une   courbe  de 
pôle  B   symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  la  droite   CIC. 

Ces  deux  courbes  fermées,  piriformes,  prcsenlenl  à  leurs  pôles,  un  point  de  rebruussement  et  une 
inflexion  comprise  entre  A  et  B   et  les  points   G  et  C. 

3"  Par  rapport  aux  axes  fixes     AB,  IC,  la  droite    OA   a  pour  équation 

{x  +  l)  sin  0  4-  //  cos  0  =  0, 
et  la  droite   OB  (x  —  /)  cos  0  —  //  sin  0=0; 

l'équation  de  l'ellipse  E   est  donc 

{(x  —  /)  cos  0  —  y  sin  OJ-        ((.r  +  /)  sin  0  -i-  y  cos  O)- 


-   I 


Mais 
donc  cette  équation  peut  s'écrire 


sin  0       cos  0 


\ 


b  a  ±  tr 

aix  -  l)  -  bi/y       (/'(.r-4-  /)  +  miY 


-  il-  =  0, 


ab 


b'-       a'  +  //  S/' 

-    +  — — —  //=  +  -  -  y  -  5/«  ^  0. 


n^  -  U' 
l'usons    — —-. — 
tab 


u-b' 
a'  +  /)* 


ab 


ou.  en  dévol()pi)iinf,          ?;r*  +  ^2x\j 

a'  +  /)*        /o'  -  6«\2 

:     et  renuuiiuon-^  nue     =  ( —  )    -+-  2 

^  '  a'h'  \     ah     ) 

a'  +  /^'         ,  , 

a»  -f-  />»\-'        /a»  -  /.^  2 

On  a  ensuite  ( —     •)  \ , 

\     ah     1         \     ab     J 


d'oîi 


il'oî 


ab 


=  ± 


On  peut  donc  mettre  l'équiition  de  l'ellipse    Vi    sons  l.i  formo 

(E)  =  x'  ■+-  2a.r;/  +  (:2a-  4-  1)  tf    (-  t\  ' x'  7T.  //  -  /'   ^  0. 
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Romai'iiuou-;  inainl»Miant  que  le  coollicieiil  angulaire  de  celui  des  deux  diamètres  conjugues  qui 

passe  par    T   oj^t  égal  à     — — —     ou     —  ~;      ilonc  la  tangente   UT   au  cercle  (1,  /),  perpendiculaire  à 

co  diamètre,  a  pour  coolVicieut  angulaire    x. 

Pour  avoir  l'enveloppe    F    des  ellipses    E,  il  faudrait  éliminer   a   entre  (E)  et 


da  y  y/a2  +  il 


équation  (jui  représente  deux  droite?  dont  l'une  est   AB  et  l'autre, 

ce  +  2a^  +  -7^=  =  0'  (1) 

\/a*  +  1 

rencontre  (E)  au  point  d'intersection  de  cette  courbe  avec  sa  coenvoloppée  iatiniment  voisine. 

Or  ce  point  est  aussi  celui  où  la  tangente  à  (E)  est  parallèle  à  OT  et  a  pour  coelïicienl  angu- 
laire a.  Eu  ellot,  si  l'on  pose 

rf(E) 

— -  =  a,        on  retrouve  (I). 


d(E) 


du 
Le  calcul  des  coordonnées  des  points  d'intersection     M(£c, ,  y,),  W{x^_,  i/^)     de  (1)  avec  (E)  donne 


M 


■  ^'      whol''  4-  1     \/^y^hj)'  ^'      ''V/^i~;ri     v/2-/.*  -H  i) 

M'  ...  y,  =   -  /      ,  -+-     ■  '  ce,  =  /a  +    , 

L'équation  de  la  normale  eu   M  à  F  ou  à   E,   car  l'eaveloppe  et  l'enveloppée  se  touchent  eu  co 
point,  est 

ay  4-  X    4-  -Ït=  =  0.  (2) 


/a;\3 


L'enveloppe  de  cette  droite  sera  la  développée  de    F.    Le  calcul  de  son  équation  est  facile;  ou 
trouve 

Mais  cette  équation  représente  aussi  la  développée  de  l'ellipse 

D'ailleurs  la  normale  à  l'ellipse  (G;,  parallèle  à  la  droite  ce  +  ay  —  0,   est  Lien  représentée  par 
l'équation  ("2). 

L'enveloppe   F    et  l'ellipse  G   étant  les  développantes  d'une  même  développée  sont  parallèles 

On  voit  qu'aux  sommets  de   G  leur  distance  comptée  sur  les  normales  communes  est   ±  l. 

Le  lieu  de    M  et  do  M',  ou  F,   cousiste  en  deux  courbes  fermées  parallèles  à  G  à  la  distance   /, 
la  première  intérieure  et  l'autre  extérieure  à  cette  ellipse. 

At'DiiiEUT  (Marseille). 

Onl  résolu  la  question:  MM.  le  capitaine  E.-N.  Dahimek  el  Dailly  (Dijon);  E-Oaltikh  (Dijon). 
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297.  —  Trouver  une  courbe  pour  laquelle  la  distana   my.'   d'un  point   m   au  centre  de  courbure   •/   de 
sa  développée  ail  une  cjrandeur  constante. 

Soient  a  la  constante  donnée,  R  le  rayon  de  courbure,  eu  m,  de  la  courbe  cherchée,  9  l'angle 
que  fait  la  tangente  en  ce  point  avec  une  dir3Cliou  fixe.  Le  rayon  de  courbure  de  la  développée  étant 

égala    — — ,    il  y  a,  entre     R  et  9,     la  relation  difTérenlielle 
do 

dont  l'intégrale  générale  est  R  =  a  sin  (9  —  Oq), 

fo  désignant  une  constante.  On  peut  d'ailleurs  supposer  cette  constante  égale  h  zéro  :  il  suffit  de 
remplacer  la  direction  fixe  initiale  par  une  nouvelle  direction  faisant  avec  la  première  un  angle  égal 
à  9o.  Prenant  cette  nouvelle  direction  pour  axe  des  x,  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  du  point  m, 
par  s  un  arc  de  la  courbe  cherchée,  terminé  en  ce  point,  nous  remplacerons  l'équction  précédente  par 

ds  =  a  sin  9  df,  (1) 

et  nous  lui  adjoindrons  les  deux  équations  ci-aprcs  : 

dx  =  cos  9  ds,  dy  ~  éin  9  ds.  (2) 

En  vertu  de  l'équation  (1),  les  équations  (2)  se  transformeront  comme  il  suit  : 

dx  —  a   sin  9  cos  9  c?9,  dy  =  a  sin^  9  ^9, 

et  nous  en  conclurons  : 

«  =  iCo  -  -  cos  I9,  ?/  ==  I/o  +  y  (?  -  ^  Sin  29), 

Xq,  ?/o   désignant  deux  nouvelles  constantes.  Posons    9  =  — ,   et  transportons  les  axes  do  coordonnées 

parallèlement  à  eux-mêmes,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  actuellement  x^  —  -,  et  ij.y  ;  nous 
trouverons 

X  =  j  [i  —  cos  0)),  y  ~  1  \^  ~~  ^'"  ^'^J- 

Ces  équations  représentent  la  cycloïde  engendrée  par  un  })oint  d'un  cerclo  do  rayon    -  ,     roulant 

sur  l'axe  des  //  ;  l'origine  des  coordonnées  est  un  de  ses  points  de  rebroussemeut.  (^V'oir,  par  exemple, 
le  Traité  de  mécanique  do  M.  Janiet,  page  29.) 

Les  changements  d'axes  successifs  ([uc  nous  avons  opérés  monlreut  iiuc  les  courbes  cherchées 
sont  les  cycloïdes  qui  |)oiirraient  èlre  engendrées  par  le  mouvemont  d'un  point  pris  sur  une  circonfé- 
rence do  rayon  -  ,    rouUmt  sur  tclh"  (huile ilu  plan  (lu'on  voudrai!  bion  proiuh\'  pour  base.  Aussi  bien, 

l'équation  générale  de  ces  cycloïde?,  eu  coordonnées  cartésiennes,  renferme  trois  paramètres  arbitraires, 
et  constitue,  par  consé([uen(,  l'intégrale  générale  île  l'équaliou  dillor.Mi'iolle  du  troisième  ordre  qu'on 
eût  pu  établir  entre  les  coordoiuiées  carlésieunos  d'un  point  de  la  courbe  cherchée. 

lU.N  .\bo.\mé.) 

SoliilioiH  analo^^iics:  MM.  Il  un  s  Koniiiui-  iinl.s  l'uni» cl  Ch:uiss<5es,  i\  Pnris) ;  Deucoukcku i:  (comluclour  des  Ponls cl Cliau$!)^$, à  Marcho- 

noir);  LussAUu  (lycOc  Siiiiil-l/iuisi  ;  S,  Lamu.uv  OyiOc  il'Algoi'). 


-Joli  QUESTIONS  PHOPOSKES 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


316.  —  Soient  A,  P,  C  trois  points  (riino  i)ai'dbo)e  dont  les  noiiualos  soiit  concourantes.  Les 
taniîontes  en  A  et  li  se  coupent  en  C,  celles  eu  A  et  C  se  coupent  en  B',  et  celles  en  B  et  C 
se  coupent  en  A'.  Les  points  A,  B,  C  se  projettent  sur  la  tangente  au  sommet,  respectivement  en 
A",    B",   C".     Démontrer  la  relation 

AB-  -  Â^"''  :-  7  Â?^\ 
4 

^E.-N.  Baiusien.) 

317.  —  D'un  point  ciuelco'ûque  pris  sur  une  .les  bissectrices  clos  axes  d'une  conique  à  centre   (U), 

ou  mène  les  ileux  langoules  à  la  coniijue  et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique.   Le  lieu 

décrit  par  l'orthoceutre  du  triangle  formé  par  ces  trois  droites  est  une  hyperbole. 

(E.-N.  Bahisien.I 

318.  —  On  considère  une  Icmniscate.  Soient  0  le  point  double,  A,  B,  C,  D,  E,  F  six  points 
(\o  la  courbe.  Ou  trace  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  O.VB,  OBG,  OGD,  ODE,  OEF,  OFA.  Les 
cercles     (OAB,  ODE):    (OBC,  OliF);    (OCD,  OFA)     ont  respectivement,  outre  le  point  0,    trois  points 

communs,    H,  K.  L.    P/ouver  que  le  ({iiadri'atcre   OHIvL   est  inscriptible. 

(A.  Ca/uiian.) 

319.  —  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  une   hyperbole 

('«[uilatère  aux  points  où  ces  côtés  rencontrent  une  asymptote  sont  concourantes. 

(A.  Cazamian.) 

320.  — Déterminer  les  coetîicienls  d'un  poh'nome  du  quatrième  deL'rc  en    x,    connaissant  les 

valeurs  des  expressions  suivantes: 

1 

=  A, 


Xi,  désignant  l'une  ([uelconque  des  racines,  et    a,  B,  y,  3    étant  des  nombres  donnés. 

(G.   POIII.I  lAIIT.) 

321.  —  Soient  données  une  ellipse,  la  tangente  et  la  normale  à  cette  ellipse  en  uu  de  ses  points  0. 
On  mène  par  0  des  cordes  OP,  OP'  également  inclinées  sur  la  normale  en  0.  1°  La  droite  PP'  passe 
par  uu  point  fixe.  2"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  liyperboles  équilatcres  tangentes  en  0  à  la  conique 
donnée  et  passant  par  P  et  T'.  3°  Lieu  des  foyers  de  ces  hyperboles. 

(("i.    ruLILLIAIlT.) 

322.  —  Par  le  sommet    S   d'une  stropboïde  droite  on  mène  une  sécante  variable     SAB     qui 

coupe  !a  courbe  en   A   et   B.    Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  cercles  de 

diamèircs  S.\  et  AB. 

(L.  Messent.) 
♦ 

Sotc.  —  Nous  avons  reçu,  trop  lard  pour  les  in-iércr,  des  solutions  du  Concours  général  (n°  277),  par  MM.  Pages  cl 
Tzitzéica.  —  M.  Tzitzéica  fail  remarquer  encore  que  la^i'  parlie  a  été  étudiée  dans  la  Revue  (question  93,  p.  2.j5,  1"  année). 
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U  lU'ducleur-r.éranl  :     11.  VIJIHKHT. 


nn>    —    wrBiMrniE  <H>i.x.  -   l^'hï  l2-'.3. 


4'  année.  N»  5.  Février  1894. 
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NOTE  RELATIVE  AUX  CONDITIONS 

sous  LESQUELLES  PLUSIEURS  EQUATIONS  ENTIERES  ONT  UNE  MEME  R\(:INE  m.MMUNE 
Par  M.  E.  Iliimbcrt,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Loins-le-Grand. 


Celte  note,  destinée  aux  élèves  de  mathémaliques  spéciales,  a  été  rédigée,  pour  plus  de  simplicité, 
en  se  plaçant  dans  le  cas  de  h'ois  équations  entières  à  une  inconnue  de  même  degré.  Il  est  facile  de 
généraliser  la  méthode  et  de  l'étendre  au  cas  de  plusieurs  équations  entières  à  une  inconnue,  de  même 
degré  ou  non. 

Soient  f(x)  zz  a^x"  +  UiX"-^  +   ....   +  a„  --  0, 

?(«)  =  boX"  +  6ia.-"-'  +    +  6„  =-.  0, 

<]i{x)  E=  c^)X"  +  c,.!-"-'  4-    +  r„  —  0 

les  trois  équations  considérées,  et  supposons  d'abord  qu'elles  aient  une  racine  commune   a. 

Alors  les  deux  équations  /'(-t)  =  0  et  ©(x)  +  X'|(a;)  —  0  ont  toujours  la  racine  commune  a.  (jucl 
que  soit  X;  leur  résultant  est  donc  nul,  pour  toute  valeur  de  X.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  former  celte 
fonction.  Désignons,  en  effet,  par  R  le  résultant  de  f  et  o  ;  c'est  une  fonction  entière  et  homogène 
des  coeiricients  Ok  et  bk,  de  degré  total  2n,  de  degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  chacune  des 
séries,  Ok  ou  bk.  Nous  aurons  alors  le  résultant  de  /"  et  o  ■+•  hl,  en  remplarant  dans  R,  b^^  par 
6o  4-  XCq,  6i  i)ar  6,  -i-  Xc, ,  ....  ,  d'une  manière  générale,  6/.  par  bk  +  X(\..  Développons  alors  R. 
regardé  comme  fonction  entière  des  lettres  bk,  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  X,  et  dési- 
gnons, pour  abréger,  par   A    le  symbole  suivant  d'opération  difTérontiolle, 

c\,  -r — ^  c,  — ,     •+   ....  +  c„    ,—  '■>    "oiis  aurons,  en  appliquant  la  formule  île  Tavlor, 
àb„  <>/>,  (U),!- 

l\  -+-   [  Al{  -H  /',   ^'^^  ^   ••••    -^  ''.  ^"^^■• 

1  i  .t  Itl 

ce  polynôme  entier  doit  être  nul  quel  ([uc  soit   X;    nous  avons  donc,  ilans  le  cas  acluol.  les  rolalioiis 

suivantes: 

R  ==  0,         AH  =  0,         AM{  .^  0 ,         A"R=0. 

Récipro([uemenl,  si  ces  relations  sont  vériliéos,  les  équations  /"  —  0,  9  -H  X-i  =  0,  oui  toujours 
une  racine  commune,  ([uel  que  soit  X.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  racine  commune  est  la  même,  (iiiel 
que  soil  X,  et  est  commune  aux  trois  équations;  car  si  l'on  consiilère  ileux  valeurs  inlinimcnt  voisines 
de  X,   X  et  X  4-  dX,   la  racine  commune  au  système 

/•-O,         <p  +  (X  +  </X)'{;  =  0, 

difl'èro  inliniment  peu  de  celle  ((ui  vérilie  le  système 

/'  .^  0,         ?  +  Xi  -^  0. 

puisque  les  racines  do    «p  4-  X-]/  .^  0    sont  des  fonction?,  continues  do    X;    d'autre  part,  les  racines  de 
/  —  0   sont  des  nombres  déterminés,  pris  chacun  une  ou  plusieurs  fois;  les  racines  communes  sont 
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ilouc  les  inôines.  Soit   a   cette  racine;  elle  annule  les  ti'ois  polynômes      /',     9  4-  /L,     «p  +  {l  -h  (/"ajI; 

on  a  donc 

/\x)  ^  0,         9  (a)  +  moi)  =  0,         y  (ai  +  (X  +  (/À)'H^)  =  0, 

c'esl-à-diie  /"(a)  =  0,         o{y.)  =  0,         H")  =  0. 

Donc      K  —  U,     AK  —  0,     A'K  —  0, A"R  :^  0      sonl  les  condilioii'i  ncccsaaires  cl  suf/isanlea 

pour  ([uc  les  trois  équations      f(x)  =  0,     ç(x)  =  U    et     ^x)  —  0      aient  une  même  racine  commune. 

Il  reste  à  montrer  maiutcuanl  ({ue  ces  conditions  se  réduisent  ù  doux  et  ù  trouver,  dans  chaque 
cas,  celles  qui  sont  indépendantes. 

Pour  traiter  clairement  cette  question,  nous  allons  reprendre  par  une  autre  méthode  la  recherche 
précédente.  Désignons  par  a,,  x,,  7.,,  ....  ,  x„  les  racines  de  la  première  équation;  le  résultant  de 
de   /■=  0   et   i  +  Àl/  --  0   peut  se  représenter  par 

en  désignant,  pour  ahréger,  par   94    et   .!/*,    les  nombres   o(a;;)   et    ff^-fc).    On  a  donc,  en  se  reportant 
aux  calculs  précédents, 

R  ==  ttofi92-  •  •  'f», 

AR  :=  (/:;i'^,9,93...  9,., 

A-R  =  1.2a;;I'].,'V^.,...  0,,. 


A„H  -   ?/!  a'^]/, '},...  L,,. 

Supposons  d'abord  que  /,  9,'^  aient  une  même  racine  commune,  par  exemple  a,;  alors  tf-^  et  (!/i  sont 
nuls,  et  toutes  les  fonctions  précédentes  sont  nulles,  puisque,  dans  chacun  des  termes,  il  y  a  tous  les 
indices  1,  2,. . .,  n,   el,  par  suite,  le  facteur  ç-i   ou  le  facteur   'J^j. 

Réciproquement,  si  ces  fonctions  sont  nulles,  les  trois  équations  ont  une  même  racine  commune. 
En  effet,  R  —  0  exprime  d'abord  que  /"  et  o  ont  une  racine  comrnuiie,  par  exemple  a,.  Plaçons- 
nous  alors  dans  le  cas  général  ou  cette  racine  est  simple  pour  chacune  des  deux  équations  f\x}  =  0 
et  <f{x)  ==  0  et  ou  ces  deux  équations  n'ont  qu'une  racine  coniniune;  alors  yi  =  0  et  92?.).  •  •  9»  7^  ^• 
Il  suffît  alors  d'ajouter  à  la  condition  R  =  0,  la  condition  AR  —  0,  pour  astreindre  les  trois  équations 
à  avoir  une  même  racine  commune,  et,  par  suite  aussi,  les  autres  conditions  à  être  remplies.  Car, 
0,  étant  nul,  AR  se  réduit  à  Ooi/i'^^yj. . .  ci„,  et,  comme  cp./f3...  9,,  ^i  0,  AR  _^  0  donne  'i/i  —  0. 
Donc  la  racine  a,  appartient  aux  trois  é([uations  et  les  n+  i  relations  se  réduisent  à  deux,  R  =  0, 
AR  —  0;    les  n  —  1    autres  sont  Jes  conséquences  de  celles-ci. 

Voyons  maintenant  ce  qui  se  passe  dans  un  cas  particulier  :  supposons,  par  exemple,  que  la  racine 
commune  aux  deux  équations  /' —  0,  9=0,  en  vertu  de  la  première  relation  R  ==  0,  soit  racine 
double  de  la  première  et  racine  simple  de  la  seconde,  et  qu'il  n'y  ait  pas  d'autre  racine  commune; 
désignons  cette  racine  par  x,;  alors  l'un  des  autres  nombres  a  est  égal  à  ai,  par  exemple  a^ ,  et 
l'on  a  z,^  =  <f^  =  {)  et  aussi  'l^^  --  -I/i.  Dans  ce  cas,  tous  les  termes  de  AR  contenant  o,  ou  Çj  sont 
nuls,  et  la  condition  nouvelle  AH  — -  0  est  vérifiée  et  n'exprime  rien  qui  ne  soit  supposé.  Mais  A*R 
se  réduit  au  seul  terme  a^'!/,]/^:-^. . ,  9,,,  tous  les  autres  contenant  o,  ou  '^.,  qui  sont  nuls;  comme  il  est 
actuellement  supposé  que  03...  <p„  ;i  0.  la  condition  A'R  —  0  donne  ^l'I/^  =  0  ou  (|,)'-  =^0,  par 
euite,  •]/,  —  0.  On  voit  donc  encore  que  les  conilitions  supposées  obligent  les  trois  équations  à  avoir 
une  même  racine  commune,  et,  de  plus,  que,  dans  ce  cas,  elles  se  réduisent  à  deux,  R  —  0,  A*R  =  0. 
Il  en  serait  de  même  si  l'on  admettait  que  les  deux  équations  /'  =  0,  o  =  0  ont  une  racine  commune 
unique,  simple  pour  la  première,  double  pour  la  seconde,  ou  bien  ont  une  seule  racine  commune, 
double  pour  toutes  deux   ou  bien  enlin  oiit  deux  racines  communes,  simples  pour  toutes  deux. 

Et  ainsi  de  suite. 
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Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  où  l'ou  considère  trois  équations  du  second  degré 

f=  ax"^  +  20x  -r-  c  =  0, 
cp^  aV  +  'ib'x  +  c'  =  0, 
-l  =  a"  x^  +  Wx  -r  c"  =  0. 


Dans  ce  cas,  on  a 

R  —  (ac  +  oa'  —  ilbb'}'^  —  \{ac  —  b')(a'c' 
1 


b'V, 


-2 


AR  =  {ac  +  eu'  -  ^bb')(ac"  +  ca"  -  266")  -  2(ac  -  6^;(a'c"  +  a"c'  -  -Ibb"), 


A*R 


(ric"  +  ca"  -  W)")-'  -  4(«c  -  6'^j(a"c"  -  6"^). 


Les  trois  fonctions  R,  AR,  A*R  sont  exprimées  à  l'aide  des  six  invariants  des  trois  formes  f,  -^,1, 
et  il  est  visible  que  dans  le  cas  particulier  ou  /"  —  0  a  une  racine  double,  R  — 0  entraîne  AR  -- U, 
Car,  dans  ce  cas,  on  a   ac  —  6*  =  0,     R  =  0    se  réduit  à  ac  +  ca'  —  266'  =  0,   et   AR  est  nul. 

Les  conditions  cherchées  sont  donc  dans  ce  cas  R  —  0,  A*R  —  0,  taudis  que,  dans  le  cas  général, 
elles  sont  R  ==0,    AR  =r  0. 

On  trouve  habituellement  les  conditions  relatives  au  problème  actuel,  en  exprimant  que  les  deux 
premières  équations  ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne  R  =  0,  et,  en  outre,  que  les  trois  équa- 
tions données  ont  une  solution  non  nulle,  quand  oa  les  regarde  comme  équations  linéaires  et  homo- 
gènes par  rapport  aux  inconnues    a;*,  x  et  x^  ;    on  trouve  ainsi 

,     a      b      c 

a'      b'      c'  —  0. 

a"     b"     c" 

Les  deux  conditions  que  l'on  donne  habituellement  sont  donc  R  =  0  et  J  —  0.  Pas  plus  (juo  les 
deux  conditioJis  R  ::=  0  et  AK  =  0,  elles  ne  conviennent  à  tous  les  cas:  elles  rentrent  l'une  dans 
l'autre,  si  les  deux  premières  équations  ont  leurs  deux  racines  communes;  etc. 

—  Il  est  facile  de  trouver  une  relation  entre  R,  AR,  A*R  et  J.   A  cet  elTct,  posons  : 

I    ^  ac  —  b\  Ip  =  a'c"  +  c'a"  —  ^lb'b'\ 

r  z=z  a'c'  —  b"-,  I,  —  a"c  -f-  c'a  —  tb"b, 

1"  r==  a'c"  -  b"\  L,  ^  ac'  4-  ca   -  ±bb' ; 

nous  aurons  R  —  li;  —  ill', 

AR  =.  2(1,1,  -  2IU, 
^n\  =  2(Iï  -  ill"). 
D'autre  part,  le  [)roduit  îles  deux  déterminants  suivants  ; 


(-.!)(-  2.1)- 


a 

c 

b 

c 

a 

--2b 

a 

c' 

b' 

c 

a' 

-26' 

a" 

c" 

b' 

c" 

n" 

-26" 

ilunnt 


On  voritie  sans  peine  ([uo 


21,     I,.       I. 

I.,     21',     !.. 

I,',     lu.     ^-il" 
2W.AM{  -  (AR)''=i:  l(j  I.J*. 
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NOTE  SUR  LES  SÉRIES  TOSITIVES 

Par  M.   A.  <>oiilard.  piofcsseur  au  lycée  de  Marseille. 


Klant  ilouMÔe  uuo  série  positive, 

(',      -h    II.,    4-    «;,    +    .  .  .    +    Un   4-     .  .  .,  (1) 

OU  en  extrait  une  nouvelle  série  Wa  +  «,i  ■+   i'v  +   •  •  •  (-) 

11  est  évident  que  si  la  série  (I)  est  convergeule,  la  seconde  l'est  ù  plus  lorle  raison,  et  si  la  seconde 
est  divergente,  il  en  est  de  même  a  fortiori  de  la  première. 

Supposons  de  plus  que  les  termes  de  la  première  série  aillent  en  décroissant  et  que  les  nombres 
a,  ^.  Y  . .  .  forment  une  suite  croissante  indéfinie  telle  que  la  différence  entre  deux  termes  consécutifs 
de  cette  suite  n'augmente  pas  indétiniment;  d'une  manière  plus  précise,  nous  supposons  qu'il  existe 
un  nombre  positif  m  tel  que  l'on  ait 

p  —  a  <  m,  '{  —  P  <  "'>  ctr. 

Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  nous  allons  prouver  que  la  série  (1)  est  convergente  si  la 
série  (2)  est  convergente,  et  en  second  lieu,  la  série  (2)  est  divergente  si  la  première  l'est. 

En  effet,  la  série  (1)  étant  à  termes  décroissants,  on  en  déduit 

U„  +  K„4-|   +   Mv-u.>   +    .  .  .     4-    Ui-i  <  mu,y,      ; 
II,   4-  l/..-.  1   4-   Uyî  +    ...     4-    Mv-1    <  mUi,       ) 

Un  voit  alors  (|ue  si  la  série  (I)  est  divergente,  la  série 

mu„  4-  mv'.  4-  mu.  . . .  (i) 

lest  '/  forlinri,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  série  (2)  est  divergente. 

Les  mômes  inégalités  prouvent  que  si  la  série  (i)  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la  série  (1), 
ce  qui  démontre  la  seconde  proposition. 

Remaiiqles.  —  Les  restrictions  imposées  sont  nécessaires.  En  effet,  si  les  termes  sont  croissants, 
les  séries  considérées  sont  évidemment  divergentes.  Si  la  série  (1)  a  des  termes  tantôt  croissants  et 
tantôt  décroissants,  on  ne  peut  rien  affirmer;  car  en  prenant  une  série  positive  divergente  et  en  y 
intercalant  les  termes  d'une  série  positive  convergente,  on  obtient  encore  une  série  divergente  dont 
les  termes  sont  tantôt  croissants  et  tantôt  décroissants,  dont  on  peut  extraire  une  série  convergente. 

Pin  second  lieu,  si  la  différence  de  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  a,  [3,  v  ...  augmente  indéfi- 
niment, on  ne  peut  encore  rien  affirmer.  Par  exemple,  de  la  série  harmonique,  qui  est  divergente,  on 
peut  extraire  la  sérit>  couvergenle  : 

'        '  * 

1    +  r.  4-    ,   4-   .  .  .    4-  -    4-    ... 

2       4  2" 

Api'i,if:.\iio.\<.  —  I"  La  série  harmonique  est  divergente;  voici  une  nouvelle  démonslration  de  ce 

lliéorème  bien  connu.  Si  la  série  harmonique  était  convergente  et  avait  pour  somme  S,  chacune  des 

deux  séries 

1111 

I    4-   -    4-        4-        4-    ...     4-   4-    .  .  . 

À       l\       7  2n  —  1 

1  I         I         1  1 

et  .   4-    ,    -4-        4-        4-    .  .  .  +     ,      4-    .  .  . 

2  4       <;       «  "In 

serait  aussi  convergente.  La  seconde  aurait  alors  évidemment  pour  somme  .  S  (;t  par  suite  la  première 
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aurait  la  même  somme,  ce  qui  est  impossible,  puisque  chaque  terme  de  la  première  est  évidemment 
plus  graud  que  le  terme  de  même  rang  de  la  seconde. 

2°  On  sait  que  si  le  produit  nUn  reste,  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieur  à  un  nouibre  positif 
déterminé,  la  série  positive  2m,i  est  divergente.  Cela  a  lieu,  en  particulier,  quand  ce  produit  augmente 
indéfiniment,  ou  même  quand  il  a  une  limite  et  que  cette  limite  n'est  pas  zéro.  Il  est  naturel  de  se 
demander  ce  qui  arrive  quand  nu,,  n'a  pas  de  limite.  Supposons  que  nu„  n'ait  pas  pour  limite  zéro 
(soit  qu'il  en  ait  une  autre,  soit  qu'il  n'eu  ait  aucune);  on  snit  qu'il  existe  alors  un  nombre  positif  n 
tel  que  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n  on  a 

nUn  >  Cl. 
Si  alors  cette  suite  est  telle  que  la  différence  entre  deux  termes  consécutifs  n'augmente  pas 
indéfiniment,  on  peut  affirmer  que  cette  série  est  divergente. 

r^  m  a  a  a 

On  a  en  effet  w«  >  -  »  Wi  >     >  «.,>-•••• 

7.  -H  •       Y 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  la  série  des  seconds  membres  extraite  de  la  série  harmonique 
multipliée  par  a   est  divergente;  donc  la  série 

u,y.  4-  V:    +  r^  .  .  . 
et,  a  fortiori,  la  série  proposée  est  divergente. 

Exemples.  — Soit  p  un  nombre  entier  quelconque  et  considérons  la  série  dout  le  terme  général  est 

71- 

siu'^  -- 

w«  — 

n 

Le  produit    ïm„    n'a  pas  de  limite,  mais  pour    n  =  {"I/i  +  \)p,    il  est  égal  à  1.  Donc  la  série 

considérée  est  convergente. 

Considérons  en  second  lieu  la  série 

1 

les  termes  irréguliers,  placés  entre  parenthèses,  ayant  pour  dénominateurs  les  puissances  successives 
de  2.  Pour  ces  termes  le  produit   nu„   est  égal  à  1,  et  néanmoins  la  série  proposée  est  convergente. 
De  ce  qui  précède  on  conclut  un  caractère  nécessaire  de  convergence  ; 

Pour  qu'une  série  positive  soit  convergente,  il  faut  qu'à  partir  d'un  certain  rang  le  priuluit   nu„  soit 

inférieur  à  tout  nombre  donné  à  l'avance,  quelque  petit  qu'il  soit;  exception  pouvant  être  faite  pour  des 

valeurs  de  n  formant  une  suite  indéfiniment  croissante  telle  que  la  di/férence  entre  deux  termes  consécutifs 

de  celle  suite  augmente  indéfiniment. 

^ 


'^^^l^Ù^l-^l-'v-^^ 
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lÂeu  des  centres  des  coniques  S  inscrites  duns  un  lruin(/le  ABC.  et  tues  d'un  poin!  fixe  P  si'us  un  ani/ie 
donné   (0. 

(Aiji-éyulioii  —  IS90J. 

Cherchons  combien  de  coniques  S   sont  tangentes  ;\  une  droite    A. 

Cette  droite  forme  avec  le  Iriaugle  ABC  un  (luadrilatère  :  considoions  les  coniques  S'  inscriles 
à  ce  (luadrilatère. 

Les  laiigentos  menées  de  P  aux  i-ouiiiues  S'  formeut  deux  faisceaux  en  invoiuliou;  d'autre 
part,  les  tangentes  menées  do   P  aux  coniciues   S   formant  deux  raisceaux  homograpliiques. 


0(1-2  (iKOMI-lTHIl-:  ANAl.Mloi  K 


On  démontre  sons  ililVnMillé  i\uo  si  deux  couples  de  faisec'aux  homographiques  ont  même  centre, 
il  existe  deux  couples  de  rayons  homoloj;ues  communs;  ceci  est  vrai  encore  si  deux  faisceaux  d'un 
couple  sont  en  iuvolution;  si  les  deux  faisceaux  de  chaque  cjuplc  sont  en  involution,  il  n'exis*c  plus 
qu'un  couple  de  deux  rayons  homologues  communs. 

i'ar  conséquent,  il  existe,  itnrmi  les  coniques  S',  deux  coniques  telles  ([ue  les  tangentes  issues 
de  P  ù  chacune  d'elles  forment  rani;le  donné  m;  autrement  dit,  il  y  a  deux  coni([ues  S  tani^entes 
à  une  droite  donnée    A. 

Donc  d'après  la  théorie  des  caractéristiques  des  groupes  de  coniques  (Geome7ncî,Rouché),le]ieu  des 
pôles  d'une  droite  lixc  par  rapport  aux  coniques  S  est  une  conique;  en  particulier  le  lieu  des  centres 
est  une  conique. 

Ce  qui  précèile  s'appliciue  au  cas  où  les  tangentes  issues  de  P  aux  coniques  S,  au  lieu  de  faire 
un  angle  constant,  sont  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 

Dans  le  cas  ou  l'angle  donné  w  est  droit,  les  deux  couples  de  faisceaux  de  centre  P  sont  en 
involution  ;  il  n'existe  alors  qu'un  seul  couple  de  deux  rayons  homologues  communs,  par  suite  qu'une 
seule  conique  S  tangent»  à  une  droite  donnée  A,  et  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  se  réduit  à 
une  droite.  On  reconnaît  d'ailleurs  facilement  qu'alors  les  coniques  S  sont  inscrites  à  un  quadrilatère. 

.1.  Lkmamu". 
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Question  253  gknéraltsée 

(Voir  p.  •2r)ii  (lu  dernier  numi5ro."i 

J'ai  déjà  envoyé  une  solution  de  cette  question  en  supposant  que  la  cissoïde  était  droite:  je  me  propose  de  traiter  la 
question  dans  le  cas  où  clic  est  oblique. 

1"     La  cissoïde  ayant  pour  équation 

(x  cos  0)  +  //  sin  to)(a;*  h-  //*)  =  a//^ 
une  droite     y  =-  Ix,     issue  de  l'origine,  rencontre  la  courbe  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont 


//i 


(/*  +  1)(/  sin  (.)  +  os  t-)) 


^/■'  -4-  !)(/  sin  'ij  +  cos  (•)) 
La  |)eri)endiculairc  à  la  droite  considérée,  qui  a  pour  équation 


1 

y   -r- 

renccntr»'  la  cissoïde  au  point  de  coordonnées 


y-'-y^^ 


al 

X,  — 


*       (/*  H-  1)(/  cos  f>  —  sin  0.) 
'       (P  +  \){t  cos  0)  —  sin  0)) 
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Les  coordonnées   X   et   Y    d'un  point  du  lieu  vérifient  les  relations 

/  1 


2\  - 

'  1 

al 

2Y  - 

a 

+  V 

t  sm  (■)  +  cos  (.)       /  cos  (0  —  sin  (•> 
/'  I 


/  sin  oj  +  cos  (o        /  cos  w  —  sin 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 


'2X. 

- 

1 

4- 

f' 

2Y 

= 

a 

1' 

1 

+ 

/»  cos 

(•) 

4- 

cos  (■) 

.[i 

sin 

w 

+  cos 

0,] 

[t 

cos  (.)    — 

sin 

(•>: 

l' 

cos 

co 

—  t^  sin 

0) 

- 

/  sin  w  — 

cos 

co 

__\t  sin  (0  -+-  cos  o)j  [<  cos  oj  —  sin  oy 
ou,  en  supprimant  le  facteur   [1  +  t"]   qui  se  trouve  haut  et  bas. 

cos  0) 


2X  =z  al 
2Y  =:r    a 


[t  sin  0)  4-  cos  oy]  t  cos  w  —  sin  w] 
(^-  —  1)  cos  (•)  —  /  sin  (.) 


|/  sin  M  -+-  cos  (-)J  |/  cos  w  —  sin  o 
L'unicursale  représentée  par  ces  équations  est  une  hyperbole. 

2"    Soit  nx  4-  v>/  -1=0 

l'équation  d'une  droite  répondant  à  la  question.  Parmi  les  trois  droites 

(x  cos  (.)  4-  y  sin  o)){x'^  +  y-)  =  aif(ux  +  r\i/) 

qui  joignent  l'origine  aux  points  communs  à  la  droite  età  la  cubique,  deux  doivent  être  rectangulaires, 
ce  qui  exige  que  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  trois  droites 

rM^(?in  co  —  av)  ■+■  ?n*(cos  co  —  au)  -+-  w  sin  (o  4-  cos  co  =  0 

admette  deux  racines   m^,  m.^    vcii fiant  la  relation 

»?, .  m.^   =  —  I  ; 

cos  0) 


la  troisième  est 

De  sorte  que  j'ai 


7n,  = 


sut  (ri  —  av 


cos''  (O  4-  cos-  w(cos  (•)  —  au)  4-  sin  (o(sin  co  —  av)  cos  o)  4-  cos  (o(sin  (o  —  av)*  —  0 
ou  0  ==  cos'^  (O  4-  cos  (o(cos  (.)  —  au)    i-  sin  (.>(sin  o  —  av)  4-  (sin  (o  —  ari*, 

é(jnation  tangentielle  du  li<ui;  on  voit  ([ue  c'est  une  coniijue. 


I'.     (..!(    I.IN. 


268.  —  No/7  vn  Iviafi/f/c   ABC,    su?'  /<>.<  côtes  duquel  ou  prend  (mis  jtninis  D.  l',,  F    l,h  que 

Al)  X  BK  X  CF  =  k\ 
k    r/ant  une  longueur  eou.slanle. 

'/"  Si    AE,  BF,  Cl)     concoureuf  en  un  point    M,    ee  point  déerit  une  cubique  circonscrite  à   XBC. 

2"  S/    ]),  I<],  F    -sonl  en  lu/ne  droite,  celle  droite  enveloppe  une  courbe  de  tmi.siènie  classe  inscrite  au 

lri(in(/le. 


il<)i 
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1^     Preuons  le  triauglo  ABC  pour  triaui^lc  de  rélereuce,  el  désignous  par  a',//,  s  los  coordonnées 

du  point    M;    en  abaissant  du  point   E    dos  perpendiculaires   EE' et  EE"  sur 

^  les  côtés  AC  et  AB,  on  a 

y        EE'       EU  sin  C 


d'où 


BK 


EE"       BEsinB 
l'IC  a 


z  sin  C       y  sin  B       y  sin  B  +  ;;  sin  C 
acz 


BE  = 


by  +  cz 

en  désignant  par  a,  b,  c    les  longueurs  des  côtés  du  triangle.  On  a  de  mémo 

bax  . ,.  cby 


CF 


cz  +  ax 


AD  = 


ax  +  by 
L'équation  du  lieu  sera  donc 

a^b'^c'^  xyz  —  /i*  (6^  +  cz){cz  +  ax){ax  +  by)  —  0. 

Ce  lieu  est  une  cubique  dont  neuf  points  sont  mis  en  évidence;  ce  sont  les  points  de  rencontre 

des  cotés  du  triangle 

03  =  0,  y  —  0,  :;=:0 

avec  les  droites  qui  ont  pour  équations 

by  4-  c^  =  0,  cz  +  ax  =  0,  ax  +  by  =  0. 

Ces  droites  passent  par  les  points  A,  B,  C  et  sont  parallèles  aux  côtés  opposés. 

11  résulte  de  là  que  la  cubique  est  circonscrite  au  triangle  et  admet  pour  tangentes  en  ces  points 
des  parallèles  aux  côtés  opposés;  en  outre  elle  admet  trois  asymptotes  parallèles  aux  côtés. 

On  peut  avoir  aisément  les  équations  de  ces  asymptotes.  L'équation  de  l'asymptote  parallèle  au 

côté   BC,   par  exemple,  sera  de  la  forme 

Ix  +  by  -h  cz  —  0; 

remplarous  dans  l'équation  de  la  courbe  x  par     —  ; — -  ;     ou  reconnaît  aisément  que  (^// +  c:;)* 

est  eu  facteur  si  l'on  prend 


X  =^  - 

a-bc 


a^bc 


l'équation  de  l'asymptote  est  alors   A,  — .--  x  -h  by  -h  cz  —  0; 

les  deux  autres  sont 


b'^ca 
A,  =  ax r—  y  -h  cz  —  0, 

h.  —  ax  +  bii ; —  :;  —  0. 


Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  de  la  cubi(iue  peut  s'écrire 

A,AjA.,  4-  rjÂax  -\-  by  +  cz,'^  —  0, 
a   étant  une  constante,  ce  qui  montre  que  les  asymptotes  sont  inflexionnelles. 

2"     Suit    ux  +  vy  +  ivz  =  (i    l'équation  de  la  droib^     DEF;    les  coor- 
données du  point   E    vérilient  les  équations 

^F  X  —  0,  vy  +  wz  ---  0, 


d'où,  comme  plus  liant, 


;r        EC  sin  C        cKC 
V  "^  EB  sin  B  ^  6ËB 
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d'oîi 
et 


BE 

EG                a 

cv 

—  bw       cv  —  biv 

UE  -       "'^' 

cv  —  btv 

(.p  _       haio 

aw  —  eu 

A  T^  ._        c*'^ 

bu—  av 

et,  par  suite,  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  est 

a^b^c^uvw  —  k\cv  —  bw){aw  —  cu)(bu  —  ayj  =  0; 

elle  représente  une  courbe  de  troisième  classe  dont  on  obtient  neuf  tangentes  enjoignant  les  sommets 
du  triangle 

M  =  0,  u  —  0,  w  —  0 

aux  points  qui  ont  pour  équations  tangenliellcs 

cv  —  bw  —  0,  aw  —  eu  —  0,  bu  —  av  —  0, 

et  qui  sont  respectivement  les  points  à  l'infini  des  côtés    BC,  GA.,  AB     du  triangle  de  référence. 

On  voit  ainsi  que  ces  côtés  sont  les  asymptotes,  et  que  les  parallèles  à  ces  côtés  menées  par  les 
sommets  opposés  sont  tangentes  à  la  courbe. 

Ou  peut  d'ailleurs  reconnaître,  en  résolvant  le  système 

/•(M,   V,   w)   =   0, 
àa  àV  dw 

que  la  courbe  admet  trois  autres  asymptotes;  elle  est  donc  du  sixième  ordre. 

Paul  IIkndlé,  lycée  Condorcel. 
Oui  résolu  la  même  iiueslion  :  SIM.  A.  I!aii.i.y,  lycée  de  Dijon  ;  Ed.  (iAi.TisH,  lycée  de  Bordeaux  ;  P.  Coujox  ;  M.  Mbymbr.  à  Nancy. 


300.  —  Étant  donné  un  triangle  rectanijle  AOB  dont  les  côtes  de  l'angle  droit  sont  OA  —  a  cl  OU  ~  b, 
on  considère  toutes  les  droites  A  qui  coupent  OA,  OB  et  AB  ou  leurs  prolongements  en  des  points  M,  N  et  P 
tels  que  le  point   P  situé  sur  AB  soit  le  milieu  du  segment  MN. 

/"  Former  l'équation  générale  des  droites  A  en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  cotés  de  l'angle 
droit  du  tiiangle  donné. 

2"  Par  un  point  R  donné  dans  le  plan  AOB  passent  deux  droites  A  du  système  considéré  ;  former 
l'équation  qui  représente  l'ensemble  de  ces  deu.c  droites  et  déter miner  la  réyion  du  jilan  dans  laquelle  doit 
étie   R  pour  quelles  soient  réelles. 

^^  Les  deux  droites  A  qui  jxissent  par  le  point  W  et  les  deu.r  (pii  passent  par  un  autre  point  R'  se 
coupent  mutuellement  en  quatre  points  autres  que  R  et  R';  trouver  la  condition  pour  que  ces  quatre  jtoinis 
soient  sur  une  même  circonférence  :  il  faut  et  il  su/jit  (juc  la  droite  RR'  passe  par  un  point  ft.re  F,  que  l'on 
déterminera. 

4°  Lieu  du  centre  de  la  circonférence  précédente  quand  R  et  R'  décrivent  une  divite  fixe  passant  ptir  V. 
Montrer  que  pour  un  choix  particulier  de  la  droite  fixe  toutes  les  circonférences  correspondantes  sont  concen- 
triques. 

(Cerlificat  d'aptUinla  à  renseignement  soconduirc  s^Kkial  —  /'•  Session  —  4S93.} 
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1°.     Soionl      OM    -  a.     ON  -  fi.     I/t>(jiiatioii  (l.>  la  droite    A    osl 


(I) 

Colle  .l.>   AB   est 

a        0 

(2) 

a         3 
Les   coorlomiôos   de    P   sont    -  et  -    : 

2       2 

elles 

sa 

tisfont    à 

'i'M|iiation  (2),  ce  qui 

donne  la  condition 
a      0 

(3) 

2".     Si    .r„  et  y„    désignent  les  coordonnées  du  point  l\.  on  a 

I.  (i) 


En  éliminant   a  et  ;3  entre  (I),  (3)  et  (4),  on  aura  l'équation  îles  droites    A   passant  par   H.   Or,  de 
(1)  et  (4),  on  déduit 


(xi/o  -  yx„) 


P 


xyo  —  y^o 


y  -  Vo 

Ces  valeurs,  portées  dans  (2),  conduisent  à  l'équalion 

[xi/o  -  yxo]  [b{x  -  Xo)  -  a(y  -  y")]  +  '2ab(x  -  Xo)  (y  -  jv.)  =  0. 

qui  représente  l'ensemble  des  deux  droites   A    passant  par  le  point   R. 
Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

by„x'^  -  (bx^  -h  a//o  —  2'ib)xy  +  ax^y^  —  yjbx^  —  oy^,  +  -2ah)x  -  x^^iny^  -  hx,,  4-  tab)y  +  ^'ibx,,yo  --  0.     (oj 
Ce^  deux  droites  seront  réelles  si  l'on  a  la  condition 

(6r„  +  rt'/o  -  ^nby  —  4a6a;,j'/o  >  <^> 
ou  ;(6j-„  —  m/o)'  —  AablbjTç,  -+-  ay^  —  ab)  >  0.  (6) 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  représente  l'équation  d'une  parabole  tanp:ente  aux  trois 
cotés  du  triangle  AOB.  Elle  touche  OA.  au  point  A'  tel  que  OA'  -  20A;  elle  touche  OB  au 
point  B'  tel  que  OB'  =  'iOB;  enfin  elle  touche  AB  en  son  milieu.  Si  on  considère  le  point  C, 
quatrième  sommet  du  rectangle  dont  les  autres  sommets  sont  0,  A  et  B,  l'axe  de  la  parabole  est 
parallèle  à    OC. 

Si  on  projette  le  point   0  en  F,  sur  A'B',    le  point   F   est  le  foyer  de  la  })arubole. 

L'inégalité  (6)  montre  donc  que  si  le  point  R  est  à  l'extérieur  de  la  parabole  précédente,  les  deux 
droites  passant  par   R    seront  réelles. 

Si  le  point   R   est  sur  la  parabole,  la  droite  passant  par   R   sera  double. 

Si  le  point   R   est  à  l'intérieur  de  la  parabole,  les  deux  droites  passant  par  R  seront  imaginaires. 

3°  Si  X,  et //,  désignent  les  coordonnées  du  jioint  R',  les  deux  droites  A  passant  i)ar  R'  ont 
pour  équation 

by,t^  —  (bx^  -+■  ay^  —  2nh)xy  +  a.r,//^  —  //,(6j',  —  g//,  +  inb)x  —  x^{ny^  —  bx^  -f-  1ah)y  +  2nhx^yi  — 0  .     (7) 

l/éfjualion  générale  desconiques passantpar  les  points  d'intersection  des  droites  (5)  avec  les  droites 
Ci)  est 

hy^x*  -  (bx^-h  ay„  -  2nb)xy  ■+■  ax^y^  -  y^ibx^  —  ay^  -\-  ^ah)x  —  x^{ny^  —  bx^  -f-  ^ab)y  4-  ^abx^y,, 

-»-  à[6j/,x*  —  {bx^  H- ay^  —  '■lab)xy-h  (ix^if  —  .v,(6jr,  —  a;/,  +  ^2ab)x  —  Xi(ayt  —  ôa;,  +  2ab)y  ■+-  "labx^y^]  =  0. 


i 
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Celte  conique  sera  un  cercle  si  l'on  a  les  deux  conditions 

%o  -t-  y^byi  —  ax^  -h  >aa'i,  (8) 

hx^^  -^  axjy^  —  2ab  +  ^/.{hx^  +  ai/i  —  '^ab)  =  0.  (9) 

En  éliminant   X   entre  ces  deux  relations,  on  trouve  la  condition 

flî  -f  b"^ 
o{T,  -  a-j  -  b(y,  -  /y,)  -=      ,^^^      (.r,,?/,  -  y„x,).  (lH; 

Or,  l'équation  do  la  droite   RR'   est 

i/(Xo  -  a;,)  -  rr(?/o  -  i/,)  ^  x.y^  -  î/„Ti.  (Il) 

Si  on  élimine  la  quantité    {x^i/i  —  2/o'*i)    entre  (10)  et  (11),  l'équation  de   RR'  devient 

{x,  -  x^)[(a-'  +  b^))/  -  '2a^b]  -  (y^  -  y^YJa^  -h  b^)x  -  2a6*]  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  droite   RR'   passe  par  lo  point  fixe  dont  les  coordonnées  sont 

%ib^  <ia-^b 


X    —    r-  '  '/ 


a-  +  b"^  -^       a^  H-  b' 

Ce  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  F,    foyer  de  la  parabole  envisagée  au  ^  2. 

4"  Posons  a  =--  —  »  /  = 


a*  +  b"-  a'  -+■  6' 

Si   ?»   est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  fixe  passant  par   F,   on  a 

2/o  -  /  =  m{Xo  -  d), 
llx  —  f  —  m{Xi  —  d). 

On  on  conclut  b.r^,  +  ay^  —  lab  =    »  (l2) 

(rtm  4-  6)(.v,  -  /■) 

bx.  +  au.  —  'iab  = »  (13 

'         -^  m 

r.  ,        (Vo  —  f)(b  —  am)  4-  2;n6f/  ,,,, 

te,,  -  «//„  4-  2ab  =  — — ,  (14) 

m 

bx,  —  uy,  +  2a6  ^^  -^^-^ —^ »  (loj 

7)1 

,  ..  ,        '/o(a»i  —  6)  -I-  f{nm  -+-  6)  ,,.^ 

m 

0//,  —  te,  +  2r/6  =  "^ — ■  •  (1  i) 

m 

I,a  valeur  de  l,   tirée  de  (K),  devient  en  fonction  de  //„  el  //, ,    d'fipros  (I2WM  (I3\ 

2/«  -  /■ 

L'équation  du  cercle  s'écrit 


(IS) 


^'(y/()  +  ^.'yi)''>'ï*  +  /y*)  —  -^'lHo' b.t\,  —  f///„  +  2fj6)  +  hjtibxi  —  (Uji  -+-  ^ab)]  —  yîx^iay,,  —  te,,  +  2<j/») 

4-  >.T,(ay,  —  te,  4-  2aft^l  -»-  "lab  .r„y,,  4-  Àr,v,l  ^  ^^• 
Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  sont  données  par  les  deux  équations 

2b{y„  4-  >//,)  X     -  //o  (/>.»■„  —  «//„  4-  "lah)  4-  ).»/,  (te,  —  a//,  4-  ^u/)). 
2/;(//„  +  X;/,)  //  .--  .r„  (ay^  —  b.r^  4-  2f//0  4-  /.r,  (<;//,  —  />.r,  4-  Hah). 

Or,  d'après  (18),  J/„  +  ly,  r^  -  fSï'LZjA.  (19^ 

//i  ~  / 


iHiH 
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Si  doiu-,  au  movi-u  d  "s  relations  précédeutcs,  ou  ne  laisse  subsister  dans  les  équations  du  ceulro 
([ue  les  deux  ordonnées  !/^,  et  y,  ,  ou  trouve,  après  avoir  fait  disparaître  le  facteur  commun  (y„  -  y^)  : 

i       ^ 

^  "  ^^  ■>f\->"'"^  -  /■</'  -  «'«'1  -  {f>  -  «"')[.'V/.  -  /"(//o  -f-  ?y,)lS'  (-Oj 

Telles  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle. 

Si  (.n  élimine  l'expression     r^„//,  -  /'(//„  +  //,)]     entre  (^20;  et  (-21),  ou  trouve  i'é(iuatiou 

m  ^ 


->')! 


après  avoir  remarqué  que  Ion  a  ad  =  bf. 

Le  heu  des  centres  est  donc  la  droite  menée  par    F    perpendiculairement  ù  la  droite  fixe.  Si 
l'on  fait  dans  (-20)  et  (21) 


m  — 


on  trouve 


X  =  d 


u  -  /■. 

Si  donc,  les  points     R  et  R'     sont  situés  sur  la  parallèle  à    OC,    menée  par    F,    toutes  les  cir- 
conférences correspondantes  sont  couceutriques. 

Remarque.  —  Les  coordonnées  (20)  et  (21j  peuvent  s'écrire  aussi  plus  simplement 

[h  —  ani) 


X  —  d  — 


U  -  /•  + 


2mbf 
(b  —  a)ii) 


'Hm'^bf 


^[yo-  n(!h  -  n 
(!/,  -  /■)(yi  -/■). 


Par  suite,  si  l'un  des  points    R  ou  R'   se  confond  avec    F.    lorsque  m   est  quelconque,  le  centre 
des  circonférences  corresponilantes  est  en    F. 


E.-N.  Baiusie.n. 
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1"  Cherchons  l'enveloppe  des  droites  A. 

Les  points  M  et  N  déterminent  sur  les  droites  OA.  et  OB   deux  divisions  homograpliiques.  Les 

droites  A  enveloppent  donc  une  conique,  lani^ente  à  OA  et  à  OB 
aux  points  A',  B'  délinis  par  OA'  =  2a,  OB'  =  26.  De  plus, 
cette  conique  est  tangente  à  AB  en  son  milieu  K.  On  en  conclut 
que  c'est  une  parabole,  puisque  les  diamètres  OK  et  BH,  conjugués 
des  directions   BA  et  B'K,   sont  parallèles. 

2"  Si  un  point   R   est  donné  à  l'extérieur  de  la  parabole,  par 
ce  point  passeront  doux  droites  A  du  système  considéré.  Si  R  est 


M       A  .V 

sur  la   parabole,   il   n'en  passera   (lu'une;  si    R    est  à  riu'érieur,  aucune 
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3°  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  a'^.R,  vRo  ont  pour  axe  radical  RF  (F  étant  le  foyer 
de  la  parabole).  Pour  que  les  quatre  points  a,  p,  v,  5  soiant  sur  un  môme 
cercle,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  ([ue  la  droite  RR'  passe  par  le 
point  F. 

¥  Soit  S  le  point  d'intersection  des  droites  ay,  So.  Le  point  S  est  le 
pôle  de  RR'  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  aSyo,  mais 
le  théorème  de  Brianchou  montre  que  le  point  S  est  aussi  le  pôle  fie  RK' 
par  rapport  à  la  parabole  fixe;  par  suile,  le 
point  S  est  fixe  et  le  lieu  des  centres  des 
cercles  circonscrits  au  quadrilatère  est  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  S  sur  RR'. 

D'ailleurs,  si  la  droite    RR'   est  l'axe  de  lu 


parabole,   ou   peut  voir  que  tous  les  cercles  correspondants  ont  pour     R' 

centre  le  foyer.  En  ell'et,  soient   l,  <j.,  v   les  milieux  des  côtés    a^,  [Bo,  ay; 

les  perpendiculaires  aux  milieux  de  ces  côtés  concourent  évidemment 

en  un  point   F   de  l'axe,  centre  dû    cercle  circonscrit  au  quadrilatère. 

Mais  on  peut  considérer  la  droite    ).;xv   comme  une   droite  de  Simpson 

du  triangle  aSo,  par  suite  le  point  F  est  un  point  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  :  c'est  le  foyer  de 

la  parabole, 

M.  Lagatl',  lycée  de  Motilpellici'. 

Onl  résolu  la  mémo  (iiR-slion  :  MM.  Lissauo  Mycéc  Sainl-Lonis)  ;  Meymicr  (lyo-c  Louis-le-Graiidi  ;  licorgcs  Poi-illiakt. 
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264.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  attire  par  une  droite  fixe  proportionnellement  à  la 
distance  et  animé  d'une  vitesse  initiale  parallèle  à  cette  dî'oite. 

Prenons  pour  axe    Oij    la  droite  fixe,  pour  axe  des   x   une  perpendiculaire  menée  par  la  position 
initiale  du  mobile,  la  vitesse  initiale  étant  dirigée  vers  les     7j     positifs. 

Si  l'on  désigne  par     nilc*     l'attractiou  à  l'unité  de  distance,  les  équations  ilu  mouvement  sont 


d'x 
dî^ 

d^ 
dF 


-^  0, 


dont  les  intégrales  générales  sont 


X  =  A  cos  /•/  -+-  r>  si  II  /,7, 
y  =  C/  4-  i>, 
A,    R,    C,   I)    désignant  dos  constantes  arbitraires;  on  en  déduit 

dx 


dt 


=  —  /lA  si  II  /./  +  lî/.-  008  /i7, 


IMlVSini  K 


écrivons  (lue  pour 


/  —  0,     ou  a 


dx  dy 


•^^  =  ^'0'  .V-,1.  _^0.  -  =  ^o; 


ou  obtieut  A  =  x„ ,  l)  -  0,  B  —  0,  C^Uo; 

et  les  oi[ualioiis  du  inouveinont  peuvent  s'écrire 

X  =^  Xq  cos  kt, 

y  =  Vol. 
Eu  éliniinuut     /,     ou  a  l'éciualiou  de  la  Irajecloire 

X  —  X(.  cos  II    -   > 

qui  peut  aisémeut  être  construite;  elle  reste  comprise  entre  deux  parallèles  à     0//     qui  ont  pour 
abscisses     ±  x^,     et  elle  reucoutre  l'axe  des    y    aux  points  dont  les  ordonnées  sont      j{'ih+l)^^-> 

oîi     h     est  un  entier  arbitraire. 

Le  nîouvemeut  du  [.oiut  mobile  surceLte  courbe  est  bien  déterminé  par  ce  fait  que  Sa  projection  sur 

Ov     a  un  mouvement  uniforme  de  vitesse     Vq. 

A.  MoiiEL,  iugéuieur  au  Greusot. 

e ni  résolu  la  même  queslioii:  MM.  Audibert,  a  .Marseille;  A.  Baii.lt,  lycée  de  Dijon;  G.  ui  Kramoe,  lycée  de  Versailles;  M.  Meï.meh,   école 
Sdiiil-sigisbert,  à  Nancy;  Charles  Tcrchi,  à  Ferrare. 


PllYSIQUP] 


323.  —  On  sHj>j)06C  que,  renonranl  aux  conucntions  du  sijsteiiie  mélrique,  on  prenne  : 

/"  Comme  unité  de  pression,  /a  pression  atmosphérique  nor/nale  à  la  (alitude  de  Ao"  ci  au  niveau  de  la 
mer: 

i'  Comme  unité  de  dent^ité,  la  densité  du  mercure  à  U". 

S'  Comme  unité  d'accélération,  l'accélération  de  la  pesanteur  à  la  latitude  de  'io\ 

On  demande  : 

r  Quelles  seraient  les  unités  de  longueur,  déniasse,  de  temps  qu'il  conviendrait  d'adopter  pour  conserver 
aux  formules  de  mécanique  leur  simplicité; 

i"  Quelle  serait,  avec  les  nouvelles  unités,  la  valeur  numérique  du  travail  de  1  kiloyrammètre? 

(Concours  général,  I8S7.) 

11  s'agit  de  remplacer  le  système  métrique,  ou,  ce  qui  revi'Mit  au  môme,  le  syslème  C.  G.  S. 
(nous  le  prendrons  pour  terme  de  comparaison)  par  un  systinie  ou  l'unité  de  presiion  soit  la  hau- 
teur barométrique  normale  //;  l'uni  lé  de  densité,  la  densité  du  mercure  à  0°;  l'unité  d'accélération, 
l'accélération  g  de  la  pesanteur,  à  io"  de  latitude. 

Soient   >,  |ji,  0,  oj   les  unités  de  longueur,  masse,  temps,  travail  dans  ce  nouveau  système. 
La  pression  almosjjliériqup  est  une  force  qui  s'exerce  sur  une  surface  définie;  donc,  si    P,  S,  F,  L 
sont   les    rapports    de    conversion  ndalifs    à  la   pression,   la   surface,   la   force  et  la  longueur,  on  a 

P  =  ^  =  FS-'  =  FL-^ 

Imaginons  alors  une  colonne  de  mercure  de  hauteur  //  et  de  base  À'-;  la  pression  unité,  exprimée 
en  unités  C.  G.  S.,  est  donnée  par   FL~-  =  hX*og.'/r^  —  hlg. 
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Eu  exprimant  de  même  la  valeur  de  chaque  unité  en  unités  (J.  G.  S.,  on  a  le  tableau  ci-dessoas: 


GRANDEURS 

UNITÉS  C.  G.  S. 

NOUVELLES  LNITÉS 

RVPPOHTS  DE  CONVERSION 

ry. 

1  Pression  .... 

1  ''y"«  sur  1  •='"'! 

hly 

'  =  i 

a;i 

■ 

-o 

1 

t 

0 

<  Densité    .... 

1 

0 

D-! 

o 

y 

^ 

Q 

' 

\  Accélération  .    . 

Jcm    poui.    1     socoud.. 

.9 

r  = 

Longueur   .    .    . 

|CII1 

/. 

L   =^   T 

,^ 

i 

ai 

]  Masse 

Igr 

[X 

M  ^- 

a 

j 

J-*- 

o 

\ 

o 

Cl 

j  Temps 

1  seconde 

') 

T  =  ~ 

'~' 

Travail 

jpig 

O) 

W  ^  - 

Fartant  alors  des  équations  aux  dimensions,  qui  sont  évitlemmcut  les  formes  les  plus  simples 
des  équations  de  mécanique: 

F  =  Mr,         P  =  FI --,         M  =^  L'D,         r  -^  LT--,         W  _  FL, 
on  a  P  =:  LDT, 


d'oii 


Donc 


Donc 


L  r=  PD-T 


M  =  L^'D 


11^  1 

ou         -  —  —o.g  —  - 

1         l      1 

(jt        /r   0 


c'est  la  nuisse  d'un  cube  tic  mercure   C   tloiit  le  cùié  est  l'unité  de  loa^^ueur  ^liauteu  r  baromélriquo 
uormaltt)  ; 

T'^  -^  Ll'-'         ou 


Donc 


0  = 


I   .        1 


s/l^ 


I       I 

0^  ~  h 


U- 


cela  s'écrit      h  ■        'j')'\  c'est-à-dire  que  0  est  le  temps  que  mot  à  tomber  de  la    moitié  de   l'unité  de 
loniineur  un  mobile  à  l'altitude  0  et  à  lu  Ijtitu  le  'i-V' ; 


W  =^  Ml'L         ou 


Donc  <"  —  /*'-.'/• 

C'est  le  travail  expiimé  ou  ovj^s,  elbiclué  par  le  cube  dv  mercure  C  tombant  île  la  bauli'ur  //.   Le 
kiloiçrammètre  vaut  98  ODtJ  000  ergs,  donc  le  travail  correspou  laut,  dans  le  nouveau  svstènie,  est 

î)SO!H)i|0;) 

]{i''(\\iié  par  M.  .\st.0Li,  élèvo  du  lycée  cloiidorccl  tCia.sst'  ilo  M.  l.wiovillo». 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 


324.  -  iMi  donne  une  équation  du  troisième  degré,  à  coellicients  quelconques 

ax^  +  6.r*  +  ex  +  rf  —  0, 
et  l'on  ilcsigne  par   a,  p,  y   les  trois  racines  de  cetlo  équation. 
I"  Montrer  qne  la  fonction  des  racines 

0  =:  a-g  4-  jL-y  +  y'x 
a  deux  valeurs  et  former  l'équation  du  second  degré  en   0    qui  admet  ces  nombres  i)0ur  racines.  Lg 
discriminant  de  cette  équation  est,  à  un  facteur  numérique  près,  le  discriminant  de  l'équation  cubique. 

a.      8 

2°  Péduirc  de  ce  qui  précède  que  l'équation  du  sixième  degré  qui  admet  pour  racines-»  -• 

a      y      3       Y 

-,    -,  —,  —  se  décompose  on  deux  équations  du  troisième  degré,  par  l'emploi  d'un  radical  du  second 

Y      a      Y      [^ 

oriirc.  E.  lIUMiiF.ni. 

325.  —  On  désigne  par  2p,  r  et  H  le  périmètre,  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  raycn  du 
cercle  circonscrit  d'un  triangle;  par /,, /.^.  '^  les  tangentes  des  angles  -^  —,  ^- Former  les  trois  fonc- 
tions symétriques 

et,  par  suite,  Téqualion  du  troisième  degré  qui  admet  i)Our  rajines   /,  ,  /.^ ,  l^ . 

Déduire  de  là  la  solution  du  problème  suivant  :  Résoudre  un  triangle  connaissant  /),  ;•  et  R. 
Montrer  qu'il  n'y  a  qu'une  condition  de  possibilité  si  l'on  ne  prend  pas  des  données  manifestement 
irréalisables,  c'tst-à-dire  d  l'on  suppose   r  <  p  et   i'  <  R.  E.  HuMiiEin. 

326.  —  l'Uaut  tlonnée  une  parabole  P  et  une  droite  D  perpendiculaire  à  l'axe  do  P,  d'un  point 
([uelcon<[ue  de  D  comme  centre  on  décrit  un  cercle  C  de  rayon  quelconque.  Montrer  que  la  somme 
des  distances  du  foyer  de    P   aux  quatre  points  communs  à    C    et    P   est  constante. 

E.-N.  Baiusien. 

327.  —  On  considère  une  corde  focale  AB  d'une  parabole  de  foyer  F  et  de  sommet  0.  Le 
cercle  ;iyant  pour  diamètre  AB  rencontre  la  parabole  en  deux  autres  points  G  (  t  D.  Démontrer  les 
trois  relations  

AB^  -  UD-'  =  lO.AB.FO 
FA.FB  --  FC.OD 
FA  +  FB  -  FC  -  FD  ^  8F0.  K.-N.  Bakisikn. 

328.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  conjuguées  à  un  triangle  donné.  Déterminer: 
l"^  Le  lieu  des  foyers; 

"2°  Le  lieu  des  sommets; 

3°  Le  lieu  des  poiuts  de  rencontre  de  l'axe  et  île  la  directrice; 

4°  L'enveloppe  des  directrices  ; 

o°  L'enveloppe  des  axes; 

6"  L'enveloppe  des  tangentes  aux  sommets.  A.  Cazamian. 

329.  —  Un  cheval  se  meut  sur  une  piste  circulaire  avec  une  vitesse  uniforme;  un  jockey  parti  du 
centre  se  dirige  continuellement  vers  b;  cheval  pour  l'atteindre,  animé  lui-même  d'une  vitesse 
constante.  Quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  jockey  ? 


>,,,rK,  —  Nous  avons  oublié  do  mentionner  une  solulion  exacte  de  la  question  "287  par  M.  (i.  T/itzéica, 
à  Bucarest. 


Le  Rcdacleur  Gérant  :  11.  VUIBEHT. 


PARI».  —  ■■l'HlllERii:  CHAIX.  —  3a3V2-9'l. 


4«  Année.  N"  6.  Mars  1894. 
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SUR   L'EQUILIBRE   D'UN    SOLIDE    PESANT 

PLONGÉ  DANS  DEUX  LIQUIDES 
Par  M.  «iean  Tatarinow. 


Les  conditions  de  l'équilibre  d'un  corps  solide  pesant  plongé  dans  un  liquide  pesant  sont: 

1°  Le  poids  du  corps  doit  être  égal  au  poids  du  volume  déplacé  du  liquide  ; 

2°  Les  centres  de  gravité  du  corps  et  du  volume  déplacé  du  liquide  doivent  se  trouver  sur  une 
même  ligne  verticale. 

La  méthode  de  recherche  du  nombre  des  positions  d'équilibre  et  des  plans  de  natation  corres- 
pondants a  été  établie  par  le  géomètre  français  Dupin,  et  le  problème  peut  être  regardé  comme 
complètement  étudié  en  ce  qui  concerne  la  natation  du  corps  dans  un  seul  liquide. 

Si  nous  réussissons  donc  à  amener  le  problème  de  l'équilibre  d'un  corps  plongé  dans  deux 
liquides  à  celui  d'un  corps  plongé  dans  un  seul  liquide,  nous  pourrons  considérer  notre  problème 
comme  résolu. 

Supposons  donc  que  nous  ayons  deux  liquides  superposés  de  densités  p,  et  p,  et  un  corps 
pesant  de  densité  moyenne   p,    qui  nage  dans  ces  deux  liquides  simullanément. 

Pour  que  ces  deux  liquides  soient  on  équilibre,  il  est  nécessaire  que  la  densité  du  liquide 
inférieur  soit  plus  grande  que  celle  du  liquide  supérieur,  et  que  le  plan  de  séparation  de  ces  deux 
liquides  soit  horizontal. 

Pour  que  le  corps  flotte  dans  deux  liquides  simultanément  sans  tomber  au  tond  du  liquiile  et 
sans  émerger  tout  à  fait  du  liquide  inférieur,  il  faut  que  la  densité  moyenne  du  corps  soit  plus  grande 
que  la  densité  du  liquide  supérieur  et  plus  petite  que  la  densité  du  liciuide  inléiieur. 

Dans  ce  qui  suit  nous  supposerons  le  corps  plongé  entièrement. 

Si  nous  désignons  donc  le  volume  du  corps  entier  par  V,  le  volume  déplacé  du  liquide  supérieur 
par  V,,  et  du  liquide  inférieur  par  V^,  nous  aurons,  eu  vertu  du  principe  d'Archimèdo,  les  deux 
équations  suivantes: 

V,  +  V,  =  V,  V,p,  4-  V,p,  =  Vp  P,  <  ?  <  p.. 

En  outre,  eu  verlu  de  ce  même  principe,  les  deux  poussées  verticales,  représentées  par  les  poids 
des  volumes  déplacés  dos  liquides,  seront  appli(iuéos  aux  contres  do  gravité  C,  et  C,  do  ces  volumes, 
tandis  que  le  poids  du  corps  sera  appliqué  au  centre  de  gravité  de  ce  corps. 

Maintenant  nous  allons  étuilier  doux  cas  dillorents  : 

1"  Le  centre  de  gravité  du  corps  V  coïncide  avt!C  lo  centre  do  gravité  du  volunie  déplacé;  (co  cas 
aura  lieu  par  exemple  si  le  corps  est  homogène)  ; 

2"  Ces  deux  centres  ne  coïncident  pas. 
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ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  PLONGÉ  DANS  DEUX  LIQUIDES 


Premier  cas.  —  Le  forps  V,  comme  nous  l'avons  dit,  est  assujetti  à  l'action  des  trois  forces  : 
p,V,,  p,V,   et   pV.    les  deux  premières  étant  dirigées  verticalement  de  bas  en    haut,  et  la   dernière 

verticalement  de  haut  en  bas  ;  en  outre  : 

pV  =.  p,Y,  +  p,V,. 
Décomposons  la   force   p^V,,   appliquée  au  point   C, ,   en  deux   forces 
(pi  ~  Pi)^4  t't  pi^  2>     appliiiuées  à  ce  m(>me   point.   Puisque   le   centre    de 
gravité   C   du  corps  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  volume   V,    nous 
avons 

ce.  _v., 
ce,  -v,' 

d'oïl  il  suit,  (jue  les  deux  forces:  piV, ,  appliquée  au  point  C,,  et  piV,,  appliquée  au  point  C,, 
peuvent  être  remplacées  par  la  force  f,(V,j  4-  V,)  =  p|V,  appliquée  au  point  G  et  dirigée  de  bas  en 
haut.  En  retranchant  cette  dernière  force  de  la  force  cV,  appliquée  au  même  point  et  dirigée  en  sens 
opposé,  nous  verrons  que  le  corps  sera  assujetti  à  l'action  de  deux  forces:  l'une  dirigée  de  bas  en 
haut,  appliquée  au  centre  de  gravité  du  volume  V^j,  et  égale  à  (c^  —  pi)Y^,  et  l'autre  dirigée  en  sens 
opposé  à  la  première,  appliquée  au  centre  de  gravité  du  corps  V   et  égale  à 

pV-p,(V,  +  V,)    =  V(p-p,), 

laquelle,  comme  on  le  voit  facilement,  est  égale  à  la  première. 

Il  s'ensuit  ([ue,  considérant  le  corps  V  comme  ayant  une  densité  (p  —  p,)  et  comme  flottant  dans 
un  seul  liquide  d'une  densité  (p^  —  pi),  nous  réduisons  le  problème  de  l'équilibre  du  corps  plongé 
dans  deux  liquides,  à  celui  de  l'équilibre  de  ce  même  corps  nageant  dans  un  seul  liquide;  et  c'est 
précisément  à  cela  que  nous  nous  proposions  d'arriver. 

Deuxième  cas.  —  Les  centres  de  gravité  du  corps  V  et  du  volu7ne  V  ne  coïncident  pas.  Soit  alors  le 

centre  de  gravité  du  corps   V   au  point  C  et  le  centre  de  gravité 

du  volume  V  au  point  C.  Alors  l'équation  =r^  =  — — -*  se  rapporte 

Vj        C  Cj 

uniquement  au  centre  de  gravité  du  volume  V.  Comme  précé- 
demment, le  corps  est  assujetti  à  l'action  des  trois  forces  pi^  1, 
P3V2  et  pV,  lesquelles  sont  appliquées  aux  points  G,,  C„  et  G. 
Mais  il  y  a  une  différence  essentielle,  c'est  que  le  point  d'appli- 
cation de  la  force  pV  n'est  pa^  le  centre  de  gravité  du  volume  V. 
Décomposons  de  nouveau  la  force  pjV^  en  deux  (p,  —  pi)V, 
et  p^Vj  et  remplaçons  les  deux  forces  p,Vj  et  pjVj  par  la  force 
c,(V,  -f-  Vj)  —  PjV,  appliquée  au  point  G'  (centre  de  gravité  du 
volume  V).  Maintenant,  nous  avons  trois  forces  :  (p,  —  pi)V2,  appliquée  au  point  Gj,  p,(V,  +  V,), 
appliquée  au  point  G'  et  pV,   appli([uée  au  point  G. 

Il  faut  remarquer  que  la  position  des  points  G  et  G'  est  constante  et  ne  dépend  nullement  de  la 
position  du  plan  de  natation,  tandis  que  la  position  du  point  C,  varie  avec  chaque  nouveau  plan  de 
natation. 

Composant  enfin  les  deux  forces  pi(Vi  ■+■  VJ  et  pV  dirigées  en  sens  contraires,  nous  voyons  que 
leur  résultante,  représentée  par  la  difTércncc  de  ces  deux  forces,  est  égale  à  (p  —  p,)V,  qu'elle  est 
dirigée  dans  le  sens  tic  la  plus  grande  force,  c'est-à-dire  de  haut  en  bas,  et  son  point  d'application  se 
trouve  sur  la  ligue  GG'  au  point  K,  dont  la  position  est  définie  par  ré(|uation 

Pi(V.  +  V,) 


CK  =  ce 


pV  -  p.(V,  -f-  VJ 


=  G'G 


Pt 
-  Pi 
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On  voit  que  la  position  du  point  K  dépend  seulement  des  positions  des  centres  C  et  G'  et  des 
densités  des  deux  liquides  et  du  corps  et  non  pas  de  la  position  du  plan  de  natation.  Ainsi  le  point  K 
pour  un  corps  et  deux  liquides  donnés  est  uu  point  tout  à  fait  défini.  Nous  appellerons  ce  point  le 
centre  de  gravite  virtuel  du  corps  flottant  V. 

En  résumant  tout  ce  qui  a  été  dit,  nous  arrivons  au  résultat  suivant. 

Le  corps  V  flottant  est  assujetti  à  l'action  des  deux  forces  égales  et  dirigées  en  sens  contraires  : 
la  première  (p^  —  Pij^i,  appliquée  au  point  C^,  centre  de  gravité  du  volume  déplacé  du  liquide 
inférieur  Vj,  et  dirigée  de  bas  en  haut,  et  la  seconde  (p  —  pJV,  appliquée  au  centre  virtuel  K  et 
dirigée  de  haut  en  bas.  (L'égalité  de  ces  deux  forces  se  déduit  facilement  des  équations  pV  =  c,  V,  4-  p,Vj, 
et  V  =  Vj  +  Vj).  Ainsi  notre  problème  se  réduit  à  la  recherche  des  positions  de  1  équilibre  d'un 
corps  V,  dont  la  densité  moyenie  est  p  —  pi  et  le  centre  de  gravité  se  trouve  au  point  K,  qui  nage 
dans  un  seul  liquide  de  densité  p^  —  p,.  Nous  arrivons  donc  à  ce  que  nous  nous  sommes  proposé  au 
commencement,  dans  le  second  cas,  comme  dans  le  premier,  à  la  réduction  du  problème  de  l'équi- 
libre d'un  corps  pesant  plongé  dans  deux  liquides,  à  celui  de  l'équilibre  d'un  corps  plongé  dans  uu 
seul  liquide.  Nous  pouvons  donc  considérer  la  question  comme  épuisée. 


UNE   IDENTITÉ  ALGEBRIQUE 

Note  de  M.  C-A.  Ijaisaut,  docteur  es  sciences. 


Soit    f{x)  =  0     une  équation  algébrique  dont  le  premier  membre  est  uu  polynôme  entier,  et  qui 
admet  pour  racines  n  valeurs  distinctes    a,  b,  ...,/. 

n  r(aî)  11  1  v-      1 

f{x)       X  —  a       X  —  h  X  —  l      ^mtx  —  a 

Delà  y(a;)  _  cp(x)  Aar)  ^  [('{x)}    ^    V/»y  ^    ^    ^   ^  \/\.v)) 

l\x)       fix)  t\x)       X  —  a       X  —  h      '  "      X  —  l 

Ou  sait  d'autre  part  ([ue     -'—■»    si  (f{x)  est  une  fonction  entière  de  degré  inférieur  à  celui  do  /l(x), 

peut  se  décomposer  sous  la  forme  suivante  : 

9(x)  A  B  L 


f\x)       X  —  a       X  —  b  j;  —  / 

En  divisant  l'une  par  l'autre  les  relations  (3),  i^l),  ou  a 

A  B  L 


(») 


<f\x)      X  —  a       X  —  0  X  —  l  . 

rW)  =    II,      — I—  *" 


X  —  a       X  —  b  X  —  l 

formule  qui  permet  d  avoir  tous  les  coerticients    A,  H,  ....  L  en  y  faisant  .successivement  x  —  a,b,  ...,l 

(^os  résultats  .sont  du  reste  bion  connus. 
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L'identité  (3)  prend  donc  la  lorme 


\/'(ajy ,  \r(b))  ,       ,  \/'(/)/ 


9(0--)  __  x/    vtty       y  yi/y/  V  l»// ^  (5j 

/■(x)      x  —  a    a;  —  6       '  '  '       x  —  l 
Si  nous  letiauclions  les  relations  (4),  (;"))  l'une  de  l'iiutie,  il  vient 

/f{x)  _  y(a)\ 

l\'\.-a      )  -  "•  («) 

et  il  ne  nie  semble  pas  que  cette  identité,  pourtant  bien  siniple,  ait  été  remarquée  jusqu'ici. 
Elle  permet  de  résoudre  cette  question  : 

Htant  données  n  (juanlités  a,  b,  ...,  1,  tfouver  une  fonction  rationnelle  F(x)  telle  qu  on  ait  idenliquemeut 

Zd       X  —  a  ' 

et  elle  montre  que  le  problème  admet  une  iutiuité  de  solutions,  lesquelles  s'obtiennent  eu  posant 

j{x)  —  {x  —  a){x  —  b)  .. .  [X  —  l), 

<p  ioc) 
et  en  écrivant  F(a::)  =  ——^  > 

(p(x)   étant  une  fonction  entière  arbitraire  de   x,   dont  le  degré  est  au  plus    n  —  1. 


NOTE  SUR  LK  THEOREME  DIT  «  DE  ROLLE  » 

ÉNO^'CK  \)\]  TMKOHKME  ET  EXPLICATION  SOMMAIRE    DE    LA    METHODE   SUIVIE  PAU  l'aUTEUR 

D'après  son  Traité  d'Algèbre  (1690)  (pages  113-152). 


CHArnuR  VI 


L  —  u  Méthode  ix)ur  résoudre  les  égaillez  où  il  n'y  a  qu'une  seule  inconnue  ». 

»  L'on  suppose  icy  que  l'égalité  proposée  n'a  qu'une  seule  inconnue,  et  qu'elle  ait  receu  la 
première,  la  seconde  et  la  quatrième  préparation  dont  on  a  parlé  dans  le  chapitre  précédent. 

"  On  suppose  aussi  que  dans  chaque  éi^alité,  il  y  a  autant  de  racines  que  de  dimensions,  et  s'il  y 
eu  a  moins,  celles   qui  manquent  s'appelleront  racines  défaillantes. 

0  L'on  donnera  icy  une  méthode  pour  trouver  les  racines  efTective*,  et  pour  sçavoir  combien  il  y 
a  de  racines  défaillantes,  et  ensuite  l'on  donnera  plusieurs  moyens  pour  l'abréger  sans  rien  diminuer 
de  son  étendue. 

»  Cette  méthode  consiste  principalement  dans  la  manière  de  trouver  les  hypothèses  qui  conviennent 
à  chaque  racine  de  l'égalité  proposée. 

»  L'on  prendra  parmi  les  termes  négatifs  de  l'égalité  celuy  (jui  a  le  plus  grand  nombre  connu,  et 
ayant  changé  le  signe  de  ce  nombre,  on  le  divisera  par  le  nombre  connu  du  premier  terme.  On 
augmentera  le  quotient  d'un  nombre  entier  et  positif  tel  que  l'on  voudra,  et  la  somme  s'appellera 
grande  hi/pothese.  Mais  en  cela  on   suppose,  comme  il  a  esté  dit,  que  l'égalité  ait  receu  la  seconde 
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préparation,  sinon  on  formera  la  grande  hypothèse  comme  le  nombre  duquel  on  doit  soustraire  une 
inconnue  quand  on  fait  la  quatrième  préparation  du  chapitre  précédent. 

»  Le  0  s'appellera  petite  hypothèse  :  la  petite  et  la  grande  hypothèses  s'appelleront  hypothèses 
extrêmes;  et  toutes  les  autres  s'appelleront  hypothèses  moyennes. 

»  La  plus  petite  hj^pothèse  s'appellera  première  hypothèse.  Celle  qui  surpasse  la  petite  et  qui  est 
surpassée  par  chacune  des  autres  s'appellera  seconde  hypothèse  :  celle  qui  est  plus  grande  que  chacune 
des  deux  premières,  el  qui  est  moindre  que  chacune  des  autres,  sera  nommée  troisième  hypothèse,  et 
ainsi  de  suite.  » 

••••' • » •; 

IL  —  L'intelligence  de  ce  qui  précède  et  de  la  règle  qui  va  suivre  exige  que  nous  donnions 
quelques  explications. 

Les  différentes  préparations  indiquées  au  chapitre  V  sont  ; 

Premièi^e  préparation.  —  On  a  rendu  l'équation  entière. 

Detiodème  préparation.  —  Ou  a  rendu  égal  à  1  le  coefficient  du  ferme  du  plus  haut  degré. 

Quatrième  préparation.  —  On  s'est  arrangé  de  manière  à  ce  que  les  coefficients  soient  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  en  posant 

N 
a;  =  —  +  a  -  y, 

A„élant  le  premier  coefficient  supposé  positif, — N  le  plus  grand  en  valeur  absolue  des  coefficients  néga- 

N 

tifs,  a  un  nombre  au  moins  égal  à  1  et  //une  nouvelle  inconnue.  Dans  la  pratique,  on  aura  pris  pour  - — h  :t 

Au 
N 
le  plus  petit  entier  supérieur  à  --  4-  1,   et  si  la  seconde  préparation  a  déjà  été  faite,  on  aura  posé 

X  —  ^  +  \  —  y. 

Alors,  «  Lorsque  l'égalité  a  receu  cette  ([uatrième  préparation,  chaque  racine  effective  fc'esl-à- 
dire  positive)  de  l'égalité  peut  avoir  deux  hypothèses  positives  ». 

La  troisième  préparation  consisterait  à  poser  x—  —  y  :  elle  remplacerait  la  quatrième,  ilit  Rollo. 
si  l'équation  pro])0?ée  était  coinplèle  et  avait  tous  ses  coenicicnts  positifs, 

D'aulrc  part,  pour  avoir  les  cascades,  RoUe  écrit  l'équation  proposée  fix)  —  0,  puis  les  équa- 
tions   l'\x)  ^  0,    /"(a;)  =  0, . . .,      jusqu'à  celle  du  premier  degré  inclusivement. 

Dans  le  chapitre  III,  Relie  dit  ceci  : 

»  Si  l'on  substitue  deux  nombres  au  lieu  de  l'incouniie,  chacun  séparément,  ot  si  l'un  île  ces 
nombres  donne  un  résultat  positif,  et  l'autre  un  résultat  négatif,  il  y  a  toujours  une  racine  qui  surpasse 
le  plus  petit  des  nombres  et  qui  est  surpassée  par  le  plus  griMid.  Iles  deux  nombres  s'appelleront 
hypothèses,  et  il  est  clair  que  par  le  moyen  des  hypothèses  on  i)eut  trouver  la  racine  qu'elles  renfernuMit. 
Par  exemple,  si  l'on  a  les  deux  nombres  TJ  ot  S,  et  si  l'on  substittie  l'un  el  l'autre  dans  l'égalité 

z'  -  10:  4-21     .  0. 
le  i)reiuiei'  donne  —  i,  le  secontl  donne    i-  .'>.  D'oîi  l'on  |)rut  conolure  ((u'il  y  a  um^  valeur  de    ;    entre 
les  deux  nombres  .'>  et  S,  et  ces  deux  nombres  sont  les  hypothèses  de  celte  valeur.  " 

III  a  RkcM':.  Loi-s(ju'il  v  a  d(>s  rac.iiu>s  ell'eclives  dans  un(>  f;isradt\  les  hypotlu'st^s  de  cette 
cascade  donnent  alternativement  l'une    f-  el  l'autre  — . 

»  Si  la  multitude  des  racines  elfcclivi's  est  exprimée  par  un  nombre  pair,  la  première  hypoflièse 
moyenne  donne  —,  la  seconde  donne  -f-,  la  Iroisièmc  donne  —,  la  quatrième  donne  H-,  ot  ainsi  de 
suite  jusques  à  la  dernière  hypothèse  (|ui  donne  — . 

»  Mais  si  la   multitude  des   racines   elVccfives  est  exprimcc  ]iar  un   nombre  impair,  la  première 
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hvpothèso  movcnno  'Joniio  -t-,  lu  scf  )iuk!  iloiinc  —,  la  troisième  donne  +,  la  quatrième  donue  —,  et 
ainsi  do  suite  jusqiies  à  la  dernière  hypothèse  nioyeuue  qui  doit  donner  — . 

u  Si  l'on  suppose  que  ces  signes  sont  distribue/,  par  couples,  comme  on  le  voit  icy  : 

Pour  les  degrez  pairs  —         4-  —         +  —      

Pour  les  dogrez  impairs       -H         —  +         —  4-     ...., 

l'on  remar(iU('iu  (jne  si  les  deux  hypothèses  qui  doivent  ))iotliiire  un  de  ces  couples,  sont  telles 
que  l'une  ou  l'autre  ne  donne  pas  le  -j-  ou  le  —  qu'elle  devroit  donner,  suivant  ce  que  l'on  vient  de 
dire,  alors  il  y  a  des  racines  déraillantes  dans  la  cascade  où  cela  arrive,  et  ces  racines  sont  de  doux 
soi  les. 


»  liacines  dé/ail/anles  de  la  première  es/ièee.  —  S'il  arrive  que  les  hypothèses  donnent  0  au  lieu 
de  donner  -i-  ou  — .  alors  chacune  de  ces  hypothèses  sera  une  des  racines  de  la  cascade  où  se  fait  la 
subslitulion,  et  il  faudra  compter  dans  cette  cascade  une  racine  défaillante  delà  première  espèce,  pour 
chacune  de  ces  hypothèses  qui  produiront  cet  efïet.  Ainsi,  il  est  inutile  de  comparer  de  nouveau  cette 
hypothèse  avec  celle  qui  la  suit;  et  il  est  clair  aussi  qu'il  y  aura  moins  d'hypothèses  pour  la  cascade 
suivante.  » 

(Rolle  traite  ici  les  exemples 

xi  _  48a;'!  _^  861a;*  -  691 2a;  +  20736  ^  0, 

œ^  -  i5a;«  +  72a;  -  108  =  0). 

»  Hacincs  dé/aillantes  de  la  seconde  espèce.  —  Si  la  substitution  des  hypothèses  ne  donne  ny   0, 

UY  1,^  _|_  ou  le  —  que  l'on  demande alors  on  comptera  deux  racines  défaillantes  dans  la  cascade 

où  l'on  a  substitué  ces  hypothèses,  et  encore  autant  dans  chacune  des  cascades  suivantes  pour  chaque 
couple  de   signes  ou  cela  arrivera  :  c'est-à-dire  que  s'il  y  a  trois  couples  de  signes,  l'on  comptera  six 
racines  défaillantes  dans  chacune  des  cascades  suivantes.  Mais  pour  la  pratique,  il  sullit  de  penser  à 
la  seule  cascade  immédiate  ou  l'on  a  substitué  les  hypothèses  ». 
(Gomme  exemples.  Rolle  donne  les  équations 

x^  -  6.r  +  1"  =  0, 

a;3  _  9^2  ^  28a;  -  .30  - 

X'  -  Tix'  -h  240a;  -  50 i  =  0, 

xs  -  30a?*  +  240a;  -  1800  =  0.) 

Il  nous  est  impossible  d'étudier  les  diderents  cas  examinés  par  Rolle  :  le  célèbre  auteur  essaie 
non  seulement  de  déterminer  le  nombre  de  racines  réelles  d'une  équation,  mais  encore  les  valeurs 
exactes  de  ces  racines,  si  elles  sont  entières,  leurs  valeurs  approchées,  si  elles  sont  incommensurables. 
Indiquons  encore  cependant  le  passage  suiviint  (p.  139)  : 

a  II  y  a  ties  égalitez  dont  on  poursuivfoil  les  hypothèses  à  l'infini  par  les  règles  précédentes  sins 
trouver  le  -4-  ny  le  —  que  l'on  cherche.  Alors  l'hypothèse  est  égale  ;i  la  racine,  et  la  racine  est  irralion- 
nelle  :  c'est  pourquoy  il  faut  prendre  l'hypothèse  approchée  pour  la  racine  véritable  de  toutes  les 
cascades  suivantes,  et  compter  une  racine  défaillante  île  la  première  espèce.  » 

Communique  par  M.  G.  Mali'in. 
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La  Revue  a  publié  (septembre  1893)  une  mélbode  due  à  M.  Edouard  Lucas  permettant  d'obtenir 
l'équation  du  système  des  quatre  directrices  d'une  conique.  Nous  nous  proposons  d'arriver  au  même 
résultat  par  une  voie  diflerente,  en  partant  du  théorème  suivant,  dont  nous  nj outrerons  ensuite 
l'utilité,  notamment  dans  la  recherche  de  la  directrice  d'une  parabole  donnée  par  son  équation. 

Théorème.  —  Les  directrices  d'une  conique  sont  les  couples  de  sécantes  communes  à  la  conique  et  aux 

polaires  des  points  cycliques. 

Un  coup  d'œil  jeté  sur  la  figure  permet  de  vérifier  l'exactitude 
du  théorème  énoncé.  Nous  avons  représenté,  pour  fixer  les  idées, 
par  I  et  J  les  deux  ombilics  du  plan.  Les  quatre  points  d'intersection 
F,  F',  F,,  FÎ  des  tangentes  menées  de  I  et  J  à  la  conique  sont, 
comme  on  le  sait,  les  foyers  de  la  conique.  Les  droites  BD,  AG  qui 
joignent  les  points  de  contact  sont  les  polaires  des  points  I  et  J,  et 
les  deux  couples  de  sécantes  communes  (AB,  CD),  (BC,  AD)  à  ces 
polaires  et  à  la  conique  sont,  comme  on  le  voit,  les  polaires  des 
loyers,  c'est-à-diro  les  directrices  de  la  conique.  Eu  réalité,  les 
ombilics  1  et  J  étant  à  l'infini,  le  quadrilatère  ABCD  est  un  rectangle  et  les  directrices  sont  deux 
à  deux  parallèles.  Les  droites  BD  et  AC  passent  par  le  centre  de  la  conique,  représenté,  sur  la  figure, 
par  le  point  0  de  concours  des  axes    FF'  et  FiF',. 

Soit  maintenant        f{x,  y)  =  Arc'^  +  2Bxy  +  Cy-  +-  "iDx  +  "^Ky  +  F  =  0, 
l'équation  générale  d'une  conique.    Les  deux  ombilics  I  et  J  ont  pour  coordonnées  homogènes  (1,  /,  0) 
et   (1,  —  i,  0),    de  sorte  que  leurs  polaires  ont  respectivement  pour  équations 


àx  dy 


àx 


-i'l=0. 


à!l 


L'ensemble  de  ces  polaires  sera  représenté  par  l'équation 
L'é(iualion  d'un  couphï  de  directrices  sera  de  la  forme 


F 


/\x,  //)  -f-  À 


'V\- 


O' 


^  0. 


(0 


(2) 


L'é(iualion  en   A   sera  du  second  degré.    Pour  l'obtenir,   nous  allons  simplement  exprimer  (|uo 
'('M|Uiilion  (12)  icprésenle  deux  droites  par;illèles.  Les  équations  ilu  centre  sont 

\àx  àx'^  ^  à,,  ùm\r)  -  "'  ^"^^ 


dx         OX 

1  =  ■'/■  +  :.X 


r=  0. 


(4) 


Ces  éijuations  dcvioul  r('|)rési'ut''r  di  ux  droites  confomlues,  u)ais.  comme  nous  savons  à  lavance 

(|U(>  les  deux  païaholcs  du  faisceau  fi)  sont  joruici'.  de  deux  ilroites  parallèles,  il  sullira  d'écrire  que 

les  é(|uati()us  du  ccuilrc  icpiésonlcnl  ileux  droiles  p.uallèles.  Or.  ces  é(iuations,  développées,  s'écrivent 

A.r  4-  V\y  +  I)  +  'iÀ|A(A.r  -+-  H//   +-  Di  +  \M\lx  +  Cy  4-  E)j  :^  0, 

B.1-  +  C//  +  E  4-  .i>,|H(A.r  -(-  By  4-  D;   +  (\\^x  4-  Cy  4-  E)]  =  0. 


-IHO 
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Ecrivons  que  les  coenicienls  de  .r  et  clt>  //  sont  proporlioiinels  : 

A  +  4/.1.-V'  +  B'^>    _  B  4-  U(AB  +  BC) 
B  +   U(AB  +  BC)  '^    U  +  .i),(B-  -i-  L\\)    ' 

d'où  l'équation  1()X«{A(J  -  h-)*  +  U(AG  -  B«)(A  +  C)  4-  AC  -  B*  =  C, 

ou,  en  supposant     Ad  —  B-   /  0, 

1(3X-(AC:  -  B»)  +  i(A  +  G)À  4-  1  ^^  0.     (*)  (S) 

Si    ^,  et  /,    désignent  les  deux  racines,  les  deux  équations 

/■  +  >M?  -  0, 
/■  +  À,-^  =  0. 
où     (ç  =  (— -)  +  (  — )  ,     représenteront  donc  les  deux  couples  de  directrices.  Multiplions-les  niemb 

ù  membre-,  nous  aurons  l'équation  du  système  des  quatre  directrices 

(/■  +  >.?)(/■  +  \9)  =  /"'  +  (>M  +  W<?  +  >iS?'  =  0- 
A  +  C  1 


rc 


D'ailleurs 


>. 


/.,  -  — 


4(A(;-  B*) 

En  remplaçant,  nous  aurons  pour  l'équation  cherchée 

A  +  G 


^1^2     =    .-^T 


ltJ(AG  .-  B^) 


/    "  4(AG-B-^)  ^  t'^/  '  +  ^^^^  ^  10(AC  -  B«)  -  " 
(AG  -  B^V^  -  .A  +  C)(/î  -+-  /1)/-  +  (/"T  +  /1)2  =  0, 


(6) 


1  <V'  '  <^/' 

dans  laquelle     /,  =.   ^^  —     et     /,  ^  :,  j; 


Application.  —  Le  théorème  énoncé  au  début  est  surtout  utile  dans  la  recherch(>  de  l'équation 
de  la  directrice  d'une  parabole.  11  conduit  très  rapidement  au  résultat,  sans  uéccssiter  la  recherche 
préalable  du  foyer.  La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  les  polaires 
•^      MA  et  MB    des  points  cycli([ues   I  et  .1    constituent  le  couple  des  directrices 
imaginaires;  l'autre  couple  est  formé  de  la  directrice  réelle    AB   et  de  la  droite 
de  l'infini    I.I.    L'équation  (o)  a  alors  en  ellet  une  racine  infinie,  l'autre  a  pour 

valeur      —  j— —  • 

V(A  4-  G) 

Si  donc  l'on  désigne  par     f  =  0    l'équation   d'une  paraltole,   en   formant 
l'expression 

-  (A  +  C)f+  /T  +  fh  0) 

les  termes  en  x,  y   et  le  terme  indépendant  dans  cette  expression  constitueront 
l'équation  de  la  directrice  réelle. 

Exemples.  —  1°  Soit  l'équation  généialo 

A.x»  +  2B.r//  4-  Oi"  +  2D.r  -h  2E//  +  F  =  0. 
Formons  l'expression  énoncée 

-  (A  -I-  C)f  -+-  {kx  4-  By  +  D)«  ■{-  {Bx  -{-  G//  -H  E)"-. 

'\  L'dqualion  en   S  e-l    S*  —  i  A  +  C)S  4-  AG  —  B'  —  0  ;     donc 
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Oa  voit  immédiatemcrit  que  les  ternies  en  x,  ij  et  le  terme  indépendant  sont 
y-  2AD  -  2CD  -f-  2AD  +  2BE)a;,       (-  2AE  -  2CE  -+-  2BD  +  2CE)j/,       (-  AF  -  CF  +  D^  +  W). 
La  directrice  réelle  aura  donc  pour  é'juatiou 

2(i  E  -  CD)a;  -  2(AE  -  BD)(/  +  E^  4-  D'  -  CF  -  AF  =  0. 

2»  Soit    ii"^  —  2px  —  0. 

Formons  l'expression  (7);  elle  se  réduit  à 

^yx  —  y""  +  p""  +  rf-  =  '^px  -+-  p-  ; 

donc,  la  directrice  a  pour  équation  '2x  -h  p  —  U. 

A.  Cazamian. 
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Concours  de  1893. 

QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

289.  -  On  considère  un  hyperboluïde  à  une  nappe  H  el  le  cône  S  qui  csl  l'enveloppe  </«  plans 
normaux  aux  rjénéralrices  de  cet  hijperbolo'ide  menés  par  un  point  donné   M. 

y  Déterminer  les  sommets  du  tétraèdre  MM^M^Ms  conjugué  par  rapport  à  toulCM  les  qnadriques  qui 
passent  par  l'intersection  de  l'hyperboloide   H  el  du  cône   S. 

Trouver  le  lieu  C  des  sommets  M,,  M,,  M.,  de  ce  tétraèdre  lorsque,  le  point  M  ratant  fixe,  l'hyper- 
boloïde  H   se  modifie  en  restant  concentrique  et  homothélique  à  un  h'jperboloïde  donné. 

2"  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  C  lorsque  le  point  M  décrit  une  droite  dnnnce  D.  et 
déterminer  les  ])ositions  qu'il  faut  donner  à  cette  droite  I)  pour  que  cette  surface  soit  de  rérolution. 

3"  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  w  de  la  sphère  cirronsrrde  au  télrné  Ire  M  M, M, M.,  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  M  pour  un  hyperboioï  le  donné  H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  co  lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  l'hyperbnloide  H  se  modifie  en  restant 
concentrique  et  homothélique  à  un  hyperboloïde  donné. 

4"  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  centre  m  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MMiM.Mj  au 
centre  de  gravité  Vr  de  ce  tétraèdre  passe  par  un  joint  fixe  I  lorsque,  le  point  M  rest  ont  fixe,  l'hyper- 
boloide  II  .se  modifie  en  restant  concentrique  et  homothélique  à  un  hyperboloïde  donné,  el  faire  voir  que  le 
point   (r   est  le  milieu  de   ol. 

Si,  par  le  centre  0  de  l'hyperboloïde  H.  je  mène  les  plans  normaux  aux  génératrices  do  cet 
hyperboloïde,  l'intersection  de  deux  do  ces  plans  inlinimont  voisins  est  la  perpendiculaire  menée  par 
le  point  O  au  plan  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  du  cùne  asymptote  S,  de  riiyperbo- 
loïdc  H.  I/enveloppe  deces  plans  normaux  est  donc  le  cône  S,,  supplémentairedu  cône  asymptote  S,. 
Le  cône   S   est  le  cône  de  sommet   M    parallèle  au  cône  S^,. 

1"  \.v  point  M  a  même  plan  polaire  par  rapport  il  toutes  los  ([uadiiques  qui  [);\ssenl  par  Tinter- 
seclion  de  l'iiypcrboloïde  11  et  du  eônc  S;  les  autres  sommets  du  tétraèdre  conjugué  commun  à 
toutes  ('.('S  (juadri(iues  sont  donc  dans  le  plan  polaire  de  M  par  rapport  h  rhyperboioïile  H;  soit  M,  l'un 
de  ces  points.  Les   plans  conjugués  tles  directions    Mil,  et  OM,    par  rapport  aux  cônes    S  et  S,    sont 
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paralli'los  of  par  suitt>  lt>s  jjlaiis  coiijua^ués  de  coa  niôinos  direclioiis  par  rapport  aux  cônes  S^  et  S, 
(le  iiuMiie  sommet  0  soûl  confoiulus.  .lo  vais  chercher  h^  lieu  des  points  M,  satisfaisant  à  cette 
liernièro  coniiilion. 

Si  je  coupe  hi  lii;uie  par  un  phin  (luolconquc  (J.  les  traces  ///,  et  w„  des  droites  OM,  et  OM^ 
(cette  dernière  parallèle  à  MM,)  ont  la  môme  polaire  par  rapport  aux  sections  .v,,  .s„  des  deux  cônes 
S,.   So  :    de  plus  la  droite   m,  wj,,   passe  par  le  point  fixe    m,    trace  de  la  droite   OM    sur  le  plan  Q, 

Soient  /;,,  p^,  les  polaires  du  i)oint  m  par  riijiijorl  aux  coniques  5,  ,  .s,,  et,  sur  ces  polaires,  les 
pôles  P, .  P„  il'une  droite  m  /»„»/,.  Quand  la  droite  m ///„  //?,  tourne  autour  de  m,  la  tiroite  P^  P, 
enveloppe  une  conique  i  taui;ente  aux  droites  />,,  /)„  (P,  et  P^,  senties  points  homoloi^ues  de  deux 
divisions  honiograpiiiques  sur  les  droites  fixes  /;,,  /)„);  le  lieu  des  points  m,  est  donc  la  conique  a, 
polaire  réciproque  de  la  conique  t  par  rapport  à  la  conique  s,;  de  même  le  lieu  des  points  mo  est  la 
conique  n^  polaire  réciproque  de  la  conique  a  par  rapport  à  la  conique  s,^.  Les  coniques  ^o  et  t, 
passent  par  le  point  m;  une  sécante  issue  de  m  rencontre  ces  coniques  en  deux  points  vi^,,  7Mj  : 
à  ce  couple  de  points  correspond  un  point  M,  intersection  de  la  droite  Omi  et  de  la  droite  MM, 
(parallèle  à  Ohj„).  Le  lieu  du  point  M,  est  doue  une  cubique  C  déterminée  par  l'intersection  de 
deux  cônes  du  second  degré  i^,  et  ^  ayant  une  i^énératrice  commune  OM.  (1\  a  pour  sommet  le 
point  0  et  pour  directrice  la  conique  a,;  H  a  pour  sommet  le  point  M  et  est  parallèle  au  cône  l'o 
qui  a  le  [  oint   0    pour  sommet  et  la  conique  ^o  pour  directrice.) 

D'une  manière  générale,  dans  un  plan  Q  ([uelconque,  les  coniques  a^  et  7^  passent  par  les  sommets 
du  triangle  autopolaire  commun  aux  coniques  6',,  5^;  donc  les  cônes  2,.  i^o  passent  par  le  trièdre 
conjugué  commun  aux  cône>  S,  et  So.  c'est-à-dire  par  les  axes  de  l'hyperboloïde  H.  La  cubique  G  a 
trois  directions  asymptotiques  parallèles  à  ces  axes. 

Les  points  d'intersection  M,,  M^,  M^  de  la  cubique  G  et  du  plan  polaire  P  île  M  par  rapport  à 
l'hyperboloïde  H  forment  avec  M  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  commun  à  toutes  les  quadriques 
qui  passent  par  l'inlerscctiou  de  l'hyperboloïtle  H  et  du  cône    S. 

Tous  les  hyperboloïdes  homoihcliqucs  et  concentriques  à  l'hyperboloïde  H  ayant  même  cône 
asymptote,  les  points  M,,  M.^,  M,  qui  correspondent  à  ces  hyperboloïdes  sont  situés  sur  la  même 
cubique  G.  Toutefois  le  lieu  des  points  M,,  M,,  M3  quand  l'hyperboloïde  H  reste  homothétique  à  lui- 
même  d'une  manière  réelle  ne  se  compose  pas  de  la  cubique  G  tout  entière;  car  le  plan  P,  qui  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même,  ne  prend  pas  toutes  les  positions  possibles  parallèles  à  sa  direction, 
mais  seulement  celles  qui  sont  situées  d'un  même  côté  du  plan  diamétral  qui  lui  est  parallèle;  on  n'a 
donc  que  la  portion  de  la  cubique  située  d'un  même  côté  que  ce  plan;  on  a  l'autre  portion  en  considé- 
rant les  iiyperboloïdes  à  deux  nappes  conjugués  des  hyperboloïdes  H,  c'est-à-dire  homothéliques  par 
une  homothétie  imai^inaire. 

:2°  Soit  M,  un  point  de  la  surface  cherchée.  Ge  point  M,  peut  être  défini  par  la  propriété  suivante  : 
il  existe  sur  la  droite  D  un  jioint  M  tel  que  les  plans  conjugués  des  directions  MM^  et  UMj  [lar  rapport 
aux  cônes  S^  et  S,  soient  confondus.  Je  cherche  d'abord  le  lieu  des  points  M,  situés  dans  un  plan  II 
passant  par  la  droite  D.  Le  plan  conjugué  P  de  la  direction  MM,  par  rajport  au  cône  So  passe  par 
la  droite  polaire  A  du  plan  IIq  (mené  par  0  parallèlement  au  plan  il)  par  rapport  au  cône  So;  donc 
la  droite  OM,,  polaire  du  plan  P  par  rapport  au  cône  S,,  se  trouve  dans  le  plan  polaire  II,  de  la 
droite  A  p:ir  riipport  au  cône  S,,  et  le  lieu  des  points  M,  dans  le  plan  II  est  une  droite;,  intersection 
des  plans   II,  11,. 

Quand  le  plan  II  tourne  autour  d(!  la  dr(jile  I),  la  droite  A  di'crit  le  plan  Q  conjugué  de  la 
droite  D  par  rapport  an  cône  So;  donc  le  jdiin  il,  tourn(.'  au'our  do  la  droite  polaire  D,  du  plan  Q  i)ar 
rapport  au  cône  S,.  Les  plans  II  et  II,  engeniirent  deux  faisceaux  homographiques  et  le  lieu  des 
points   M,    est  une  quadrique   K    passant  par  les  droites   D   et   D,.   Gette  quadrique  admet  en  outre 
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comme  directions  asymptotiques  les  axes  Ox,  Oy,  Oz  de  l'hjperboloïde  H,  car  si  le  plan  FI  est 
parallèle  à  un  axe  Ox,  la  droite  A  est  dans  le  plan  yOz  et  le  plan   111  passe  par  Ox. 

Quand  la  droite  D  est  parallèle  à  un  axe  Ox,  la  droite  Dj  se  confond  avec  cet  axe  Ox,  et  la 
quadrique  K  est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Ox;  dans  tous  les  autres  cas  le 
lieu  des  points  M,  est  un  hyperboloïde.  D'ailleurs,  à  des  droites  D  parallèles  correspondent  des 
hyperboloïJes  K  homothétiques  dont  le  cône  commun  J  des  directions  asymptotiques  est  déterminé 
par  Ox,  Oy,  Oz,  D,  et  D. 

Pour  que  l'hyperboloïde  K  soit  de  révolution,  il  faut  et  il  suflU  que  le  cône  J  soit  de  révolution, 
et  pour  cela  il  faut  et  il  suffît  que  ce  cône  soit  coupé  suivant  deux  cercles  par  une  sphère  ayant  son 
sommet  0  pour  centre.  Si  je  prends  sur  les  trois  arêtes  Ox.  Oy,  Oz  d'un  des  trièdres  formés  par  les 
axes  de  l'hyperboloïde  H  trois  longueurs  égales  OA,  OB,  OC,  il  suffît  de  chercher  la  condition  pour 
que  le  plan  ABC  coupe  le  cône  J  suivant  un  cercle;  une  première  condition  imposée  à  la  droite  D 
est  donc  d'être  parallèle  à  une  génératrice  du  cône  J  de  sommet  0  ayant  pour  directrice  le  cercle 
qui  passe  par  les  points  A,  B,  C.  La  droite  D,  doit  se  trouver  également  sur  ce  cône;  or,  si  on  opère 
sur  toutes  les  génératrices  du  cône  J^  la  transformation  qui  donne  la  droite  D,  on  partant  de  la 
droite  D,  on  obtient  un  cône  du  second  ordre  J,  qui  passe  par  les  axes  0.r,  0//,  0;.  Les  cônes 
Jo  et  J,  passant  par  Ox,  Oy,  Os  se  coupent  suivant  une  quatrième  génératrice  réelle  avec  laquelle 
Dj  doit  coïncider;  ceci  exige  que  D  soit  parallèle  à  la  génératrice  de  Jq  qui  correspond  à  cette 
direction   Dj.  (Los  deux  cônes  J  et  Jq   coïncident  alors.) 

Ou  obtient  trois  autres  directions  possibles  pour  la  droite  D  en  considérant  de  même  les  trois 
trièdres  Oxy'z,  Ox'y'z,  Ox'yz.  Ces  quatre  directions  sont  évidemment  symétriques  deux  à  deux  par 
rapport  aux  plans   i/Oz,  zOx,  xOy. 

3"  Je  considère  l'hyperboloïde  L  passant  par  la  cubique  C  et  les  points  cycliques  du  plan 
MjMoMa.  La  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MMjM^Mj  coupe  cet  hyperboloïde  suivant  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  MjM^Mg  et  par  suite  aussi  suivant  la  section  circulaire  A  de  l'hyperloïde  qui 
passe  par  h;  point  M  et  do  it  le  plan  n'est  pas  parallèle  au  plan  M,M^M.,.  Quand  l'hyperboloïde  H  se 
modifie  en  restant  concentrique  et  homothétique  à  lui-même,  le  plan  M,MjMj  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même  et  l'hyperboloïde  L  reste  fixe;  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  M  M, M, M,  |  asse  donc 
par  un  cercle  lixe    A  et  son  centre   <.»   est  sur  une  droite  fixe  o   perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle 

Le  point   m   ne  décrit  encore  ici  toute  la  droite    o   que  si  on  considère,  avec  les  hyperboloïdes    H 
les  hyperboloïdes  conjugués. 

4°  On  sait  que  les  hauteurs  d'un  tétruèilre  sont  sur  un  même  hyperboloïde;  le  centre  I  do  cet 
hyperboloïde,  le  centre  m  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèilre  et  le  centre  île  gravité  (î  de  ce 
tétraèdre  sont  en  ligne  droite;  de  plus,  le  point  G  est  le  milieu  de  ol  .  .le  vais  démontrer  que 
l'hyperboloïde  H'  passait  par  les  hauteurs  du  tétraèilro  MM,M.jM.,  reste  lixe  lorsque  le  plan  M, M, M, 
se  déplace  parallèlement  à  lui-môme. 

Je  considère  l'hyperboloïde  H"  qui,  passant  par  la  culut|ue  (.1,  est  coupe  par  ileu\  faces  du 
tétraèdre  MMjM^M,  suivant  de.^  hyperboles  équilatères.  L'hyperboloïde  H"  passe  par  les  normales 
aux  faces  considérées  menées  par  les  points  do  concours  des  hauteurs  des  triangles  correspondants; 
ces  deux  généralrices  ai)parliennent  à  l'hyperboloïde  H';  comme  elles  ne  sont  |ki.s  en  général 
daus  un  menu»  plan,  les  (Umix  hyperboloïdes  H'  et  H"  ont  (Mi  commun  diMix  autres  généralrices,  à 
m  ins  (ju'ils  ne  coïncident.  Ils  ne  peuvent  avoir  en  commun  ileux  autres  droites,  car  cellos-ci,  devant 
passer  par  lus  points  MM,MjM., ,  seraient  deux  arêtes  du  tétraèdre  consiiéré,  et  il  est  facile  de  voir 
que  l'hyperboloïile  11'  \m  peut  avoir  une  do  ces  arêtes  pour  génératrice.  Il  résulte  de  h\  que  l'hyper- 
boloïde W  passe  par  la  cubique  C;  comme  il  passe  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixf  M. 
pris  sur  la  cubique,  sur  le  plan    M,M,,M,    de  direction  fixe,  il  est  complètement  tléterminé. 
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.l'ai  admis  qu'un  hypi'iholoïilc  i)assaMt  par  la  cubique  C  et  coupé  par  uu  plau  R  suivaiit  uno 
hyporbole  équilatt'io,  passait  par  la  uoi  lujlo  au  plan  R  menée  \)^v  l'orlhocentro  du  triani^lo  M'M"M  ' 
(dont  les  sommets  sont  les  poiuts  oii  le  plau  R  rencontre  la  cubique  U).  On  le  dcmoutre  en  remar- 
quant quo  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triantj[le  passent  par  l'orthocentre  du  triangle, 
et  en  considérant  un  second  hyperboluïde  défini  de  la  même  manière  :  ces  deux  hyperboloïdcs,  passant 
par  la  cubiqu  ;  (.!,  sont  équilatères  et  ont  par  suite  deux  afénératrices  normales  an  pian  R,  qui  les 
coupe  suivant  une  hyperbole  ét|uilatère.  Ils  ont  donc  en  commun,  outre  la  cubique  C,  une  génératrice, 
lieu  des  orlhocentres  des  triangles  M'M"M"'  déterminés  i)ar  des  plans  parallèles  au  plau  R  ;  cette 
génératrice  est  normale  à  ce  j)lau  R,  sinon  les  cônes  des  directions  asymptoliques  des  deux  hyper- 
boloides  ayant  en  commun  cinq  génératrices  coïncideraient. 

Pour  démontrer  que  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  sont  sur  un  môme  hyperboloïde,  il 
surtît  de  considérer  uu  hyperboloïde  défini  par  les  neuf  conditions  suivantes  :  il  passe  par  les  quaire 
sommets  du  tétraèdre,  est  coupé  par  ses  quaire  faces  suivant  des  hyperboles  équilatères  et  enfin  est 
équilatère,  c'est-à-dire  que  son  cône  asympto'e  est  capable  d'un  trièdre  trirectangle;  on  voit  immé- 
diatement qu'il  passe  par  les  quatre  hauteurs;  si  I  désigne  son  centre,  pour  prouver  que  les  poiuts  I, 
G,  (1)   sont  en  ligue  droite  et  que   IG  =  wG,    il  suffit  de  démontrer  la  proi;Osition  pour  les  projections 

des  points  I,  G,  co  sur  deux  i)laus  non  parallèles.  Si  je  prends 
pour  plan  de  projection  uue  quelconque  des  faces  du  tétraèdre 
MM.MjMg,  par  exemple  MiM^Mj ,  w  se  projette  au  centre  o 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  MjM^Mg ,  M  se  projette  en  m 
et  G  en  G'  sur  mg  (g,  centre  de  gravité  de  MjM^M,),    de  telle 


sorte  qu(>   mG' 


j  mg  ;    I   se  projette  en   /,    milieu   de  mh   (h, 

4 


orthoceuire  de   M,MjM;,),    car    m  et  h    représentent  les  projections  de  deux  génératrices   parallèles 
de  l'hyperboloïde    H'.  Cela  posé,  dans  le  triangle  M,M„M;,    les   points   o,  g,  h   sont  en  ligne  droite 

cl    og  —  -  oh  ;     le    ihéorème  des   transversales   ai)pliqué  au  triangle   ingh    montre  que  les  points  o. 

G',  }■   sont  en   ligne  droite;  enfin,   en  menant  par   G'   la  parallèle    à    mh,    on    voit   immédiatement 

quî  gG'  =  G'i. 

E.  Dt'Foun,  boursier  d'agrcgalion  à  la  Faculté  des  Scietcps  de  Lille. 
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299.  —  Ih'composer  en  élémenls  simples  réels  la  fraction 


On  a  imm/dialcnient 


a;*  —  1 

(Cerlifirat  d'ajililiidc  à  l'enseifinement  spcdal.  —  Conruvrs  de  ISO'I. 


a^  -  1 


-^  1  + 


2 


ou  e/icore 


a;*  -  1 
a»  -+-  \ 


\  + 


1 


.r*  -  1        ,r'  +    I 


\  + 


I 


1 


a;»  -  1  ~  '  "^  4 


.7;  —  1        X  +  \ 


I  t 


I  X'   -+-    1 

1 


1 


o;*  -H  1 


t   x-  +  {        .X*  1-  1 


1) 
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1 
Tout  revient  donc  à  décomposer 


a;*  4-  1 
Or,  on  peut  encore  remarquer  que 

x*   ^  1  =  (1  +  \/^2x  +  x^){{  -  \J^x  -H  x"") 

1  aas  +  p  o!x  -V-  fi' 

et  par  suite  = 7= 1-  \ 7^ ■ 

aj*  +  1       1  +  \Jlx  +  X''       1  -  \Jtx  +-  a;» 


les  coefficients  a,  p,  a',  [î'  se  calculent  sans  difficulté  (*);  on  trouve 

1       aV2  1        a;vA2 


'^         4  *  4  '        "^^         2 


On  a  donc  = -1-  = •  (z) 

a;*  +  1        1-1-  \/2x  -\-  cd^       1  —  v^^a;  4-  x* 

Rapprochant  les  relations  (1)  et  ("2),  on  peut  écrire 

1       x\Jt  1       a-\  2 

a;8  4-  1        ,        1        1  11  11  2  "^      4  ~  2  "^  ^ 

1   + 


a;»  -  1  4  a;  -  1        4  a;  4-  1        2  a;'^  -1-   1        1  4-  y/ 2a;  4-  .r»       1  -  \/±c  4-  a;» 

C'est  la  décomposition  demandée. 

Dariès,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  Paris. 

On  l  résolu  la  question:  MM.  Leheop  (Uouen);  Marchal,  à  Véron  (Yonne);  G.-A.  Pouilliaki. 


302.  —  Soient   a,  p,  y,  5   les  racines  de  i\^qiiaiion 

X*  4-  px'  4-  qx^  4-  rx  4-  s  =  0 ; 
on  porte  sur  une  droite,  à  partir  d'un  point   0,   les  abscisses 

ul  =  a,  Gb^  s,  Ô(J:=  y.  ÔD  =  0. 
Déterminer   p  connaissant   q,   r  et  s  de  telle  sorte  que   ^.\i  =  CD  et,  dan'i  cette  hypothèse,  n^soudre 
l'équation  proposée. 

Cas  oii  Von  a  q  =  3,     r  =  2. 

(Certificat  (iapUtiule  à  l'enseiijncDtent  sjwcidi,  IS:rl,  2'  session.) 

La  conditiou  AB  —  LD 

se  traduit  par  la  relatiou  a  4- 5  =  p  4-  y 

entre  les  racines. 

Or,  on  a  (a  4-  0)  4-  ([i  4-  y)  —  —  p, 

^  P 

d  ou  a  4-  û  =  (i  4-  y  =  —  ^j  • 

Posons  ao    -  u         (iy  ^  V. 

Los  rola lions  outre  les  coonîcionls  ol  les  racines  pourront  sôcrire 

~  4-  u  4-  y  —  0, 

i'  («  +  '■)  -  '', 
uv  —  s. 


(*)  Voir  par  exemple  le  cours  d'algèbre  de  M.  B.  Niewenglow^ki,  tome  II,  p.  465. 
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En  comparant  les  deux  premières  écjualions,  ou  a 

p*  _  2r 
^  ~  4  ~  p" 
ou  p*  —  ipq  4-  8r  =  0, 

qui  délorniine   ;>. 

La  valeur  de   /)   étaut  déterminée,  ou  a  ensuite 

2r 
u  -h  V  —  —  » 
P 

UV  =  5, 

d'où  »  et  i"  par  l'équation  du  second  degré 

2r 

X»  -  _  K  +  5  =  0. 

P 

«   étant  connu,  ou  peut  déterminer   a  et  o  puisqu'on  connaît  leur  somme  ~  -  et  leur  produit  w. 

De  même  pour   p   et   y. 

Dans  le  cas  particulier  considéré,  on  a  pour  déterminer  p   l'équatiou 

p3  _  ].2p  -4-  16  =  0, 

qui  admet  comme  racines  2   (racine  double)  el    —4.   m  et  v  sont  alors  racines  de  l'équation 

X>  -  2X  +  s  =  0,  (1) 

qui  n'a  ses  racines  réelles  que  si   s  <  1 , 

ou  de  l'ciiuation  X»  -+-  X  +  a-  =  0,  (2) 

(lui  u'a  ses  racines  réelles  que  si  s  <  y  • 
1  4 

Supposons  ces  conditions  réalisées;  nous  aurons 

a  +  0  —  p  +  Y  =  —  1   ou  2. 

Si  l'on  apj)elle   u'   et  u"  les  valeurs  correspondantes  de  u,      v',   v"   les  valeurs  de   v,   on  aura 

pour  déterminer     a,  ^,   y,   o   les  équations 

a  ,     0  Y»  +   Y  +  w'  ^  0 , 


Première  solution  ,     ,  ,.,        _.         ,       ^ 

p  ,    Y  Y^  +  Y  +  t)'  =  0; 

Deuxième  solution  j     ^^     ^  Y>  -  2Y  +  t,"  =  0. 

Pour  que  le  premier  groupe  donne  des  solutions  réelles,  il  faut  et  il  sutïît  que  u'  et  v'  soient 

1  i 

inféiieurs  à   y  Substituons  -dans  (1),  nous  trouvons 
4  4 

7 

7 
Si   i  >  .s  >  T-:»    le  résultat  de  substitution  est  positif;  on  voit  facilement  que  les  tleux  racines 

1 

sont  supérieures  à  -    et  le  premier  groupe  ne  donne  pas  de  solutions  réelles. 

Si   .s  <  — .  >    l'équation  du  quatrième  degré  a  deux  racines  réelles  formées  parle  premier  groupe. 

Examinons  les  solutions  du  3<!Cond  groupe.  On  est  conduit  à  comparer  à  1  les  racines  de  (2). 
Si  s  <  —  2,  le  second  groupe  ne  donne  (jue  deux  racines  réelles. 

Si    7  >  s  >  —  2,  on  a  (juatre  racines  réelles. 

••  K.  Lehkup,  lycée  de  Rouen. 

Ont  résolu  la  question  :  MM.  Ai dibbbt  (Marseille);  L.  Baîssal  fToulouso)  ;  Dariks  fconducleiir  des  Ponls  el  Chaussées  à  Paris);  Corbibhk  ; 
Descoxbbs  (AnnecM    F.  Dltkil    Toulouse.i;  L.  Mkssbnt;  Mkïmibh  ilyc»"''  Loiii-«-ie-'.ranil)  ;  .Nii.mi>  (lyctu  Condorcet);  Teii.hbt  (Sainl-Klienne). 
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311.  —  Un  point  M  se  déplace  su?'  une  hyperbole   (H)  de  foyers  F  et  F'.    On  considère  le  cercle  fixe 

(C)  de  diamètre  Y¥'  ci  le  cercle  variable  Œ)  de  diamètre  MF.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes 
communes  aux  deux  cercles  (C)  et  (S)  est  une  hyperbole  ayant  un  de  ses  foyers  au  centre  de  l'hyperbole  (H) 
et  un  de  ses  sommets  en  F. 

Soit  0   le  centre  de  l'hyperbole,    I   le  milieu  de   MF;   le  point  correspondant   S  du  lieu  sera 
situé  sur  la  droite   01,    et  ou  aura 

SÏ  _  Ml 
SÔ  "    c  ' 

Prenons  pour  axes  les  axes  de  l'hyperbole,  le  foyer   F  ayant  pour  abscisse  c,   et  désignons  par 
a;,  et  ^j   les  coordonnées  du  point   M. 

Si  le  point  M  est  sur  la  branche  voisine  de   F,    on  a 

MF  =  -  «1  —  a, 
a 

MI       ex.  —  a'^ 

par  suite,  —  —  — r ? 

c  zac 

et  les  cordounées  du  point    S   sont  alors 

^1+  ^  Ih 

2  "i 

X  == 


ex,  —  (r  .       ex,  —  rt'^ 

1 -t: 1  — 


^ac  "lac 

ac(x.  +  c)  acii, 

ou  X  =  — - — ^— —  .  //  =  -— — .  (i) 

ai'îc  +  a)  -  ra;,  ^        a(2c  +  a)   -  c.r,  ^  ' 

En  écrivant  que  le  point  M   est  sur  l'hyperbole,  ou  a 

-  -  f^  -  1  -  0.  (2) 

a'        b*  ^*' 

On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant   .r,  et  »/,  entre  les  équations  (I)  et  (2). 
Des  équations  (1)  on  tire 

alxilc  +  a)  -  c»J  (o  +  cVu 

e{x  +  a)  ''      c{x  +  a) 

et  eu  transportant  ilaiis  ré(|uuli()ii  (2),  on  obtient  succossivtMucnl  los  formes  suivantes  pour  l'ocjuatioii 
du  lieu  : 

[x{"2c  +  a)  -  C'Y  -  -^'^^  t  '^^  -  ^''(^  +  «)'  =  ^' 

i/*(a  -»-  cY 

•^  ^  '    =  x\Sc  +  a)  -   \c\v  +  c*{c  -  a\ 


b* 

//'(//  -4-  c) 


=  (i  -  c)[x{:^c  +  a)  -  (•((•  -  a)J,  (3) 


c  —  a 

(.r«  -f-  //»)(a  -f-  c)»  =  c\tr  ■+■  c  -  a  )«.  (4) 

L'équation  {'])  montre  ([ut>  lo  lien  oiiit  uno  hyp(M-bolo  qui  a  piuiraxt-    (  ».c   i>(  pour  sommets  les  point; 
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d'abscisso   c  et    -„ .     L'équatiou  (i)  inoiilrc  (juc  le  point    0    est  loyer,  et  iloii ne  lu  directrice  et 

6c  -H  </ 

rexccDtricUé. 

Si  le  point   M    est  sur  la  l)i;uu-he  voisine  du  foyer   F',  on  a 

MF  =  -  (^  X.  -  a 
\a 

Pour  obtenir  ré(|uution  (.lu  liiii  dans  ce  cas,  il  suffît  de  chauger  a    en  —  a,  et  ou  obtient  1  hyperbole 

[x^  +  y''}(c  -  af'  =  c\2x  +  c  +  a)\  (5) 

On  peut  remarquer  que  la  courbe  (4)  contient  les  centres  d'homolhétie  inverse  des  cercles  (C) 

el  (It  (juand  le  point    M    décrit  la  branche  d'hyperbole  voisine  du  foyer   F',   tandis  que  la  ourbc  (5) 

contient  les  centres  d'iiomothétie  inverse  quand  le  point   M  décrit  la  branche  voisine  de  F. 

En  résumé,  le  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles. 

René  Lecouvreuk,  à  Beauue. 

Aiitii'S  solutions  par  MiM.  U.  Bassal,  lycée  de  Toulouse  ;  Louis  Kspinat,  insliluicur  a  lispinclials  (l'uy-de-Dôme)  ;  Moriau,  lycée  Saint-Louis 
P.  NiLLUS,  lycée  Condorcel ;  Ocorges-Alfied  I'oulliart;  Viclor  Skrkej,  lycée  do  Toulouse;  Jean  Tanasesco,  à  Hucliarest. 
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330.  —  Étant  donnée  une  hyperbole  équilatcre  H,  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  formé  par  la  tangente  en  un  [»oint  P  et  par  deux  diamètres  conjugués  de  H,  quand  le 
point  P  décrit  l'hyperbole. 

331.  —  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  dont  ou  donne  une  tangente,  le  point  oîi  la  directrice 
rencontre  celle  tangente  et  la  distance  de  l'axe  à  un  point  fixe   A. 

332.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  D,   D'  et  un  cercle  C  tangent  à  ces  deux  droites. 

1"  Enveloppe  des  paraboles  tangentes  à  D  et  à  D'  et  dont  le  foyer  décrit  C.  i**  On  mène  par  le  foyer 

d'une  de  ces  paraboles  des  droites  parallèles  à   D  et  D',  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  avec 

la  directrice  correspondante. 

L.  Chauvlneau  (Poitiers). 

333.  —  On   mène  à   une  ellipse   deux   tangentes  parallèles.   Lieu   des  centres  des  cercles  qui 

touchent  l'ellipse  et  ces  ileux  tangentes,  dont  la  diiection  est  variable. 

L.  Chauvineau  (Poitiers). 

334.  —  On  donne  une  parabole  P  et  l'on  considère  un  point  M  de  son  plan.  Soit  T  le  triangle 
formé  par  les  trois  tangentes  aux  pieds  des  normales  issues  de  M  à  P,  et  G,,  C^,  C3,  C4  les  centres 
des  rjuatre  cercles  tangents  à    T.    Ou  donne  les  coordonnées  d'un  de  ces  points   C, . 

i°  Trouver  les  équations  tles  cercles  circonscrits  au  triangle   T   et  au  triangle   CjCgCt . 

2°  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  centres  de  ces  cercles  lorsque,    U,    étant  (ixe,  le  paramètre  de 

la  parabole  varie. 

H.  GiLBKHT,  lycée  Janson-de-Sailly. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


NOTE  SUR  LES  DIFFERENCES 

Par  M.  E.  Humbert,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand. 


l"u \^u  ^h^     Au 


A"(r, 


A'^Wn 


A'^u. 


L'objet  de  cette  note  est  de  présenter  d'une  faron  simple  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales 

quelques  résultats  intéressants  indiqués  par  Dcsboves  ('•'). 

Considérons  une  suite  de  nombres   Wo,Wi,Wa,   ...,u, ,  et  formo:is  les  diirérences  premières, 

secondes,  etc.  de  ces  nombres.  Plaçons  ces  nombres  co.nme  il  e^t  indiqué  à  côté  :  les  nombres  donnes 

dans  une  première  colonne,  leurs  dilTé- 
rences,  dans  une  seconde  colonne,  à  gauche 
de  celle-ci;  leurs  diirérencei;  secondes,  dans 
une  troisième  colonne,  à  gauche  de  la  pré- 
cédente; et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  un 
tableau  dont  la  loi  de  formation  est  la  même 
que  celle  du  triangle  arithmétique  de  Pas- 
cal ;  chaque  nombie  est  la  somme  de  deux 
autres  situés  dans  la  ligne  immé  liatement 
supérieure,  au-dessus  du  nombre  considéré 
et  à  gauche.  Celte  disposition  a  été  envisagée 
par  Desboves  et  par  E.  Lucas,  dans  son  pre- 
mier volume  sur  la  théorie  des  nombres. 

Cherchons  à  exprimer  u^  à  l'aide  des 
nombres  situés  sur  une  diagonale  quel- 
conque descendant  de  gauclie  à  thoito.  Nous 
aurons  d'abord 


Aw„ 
At/.. 


î', 


A-t/ 


Al/. 


l'ii 


«0  =  ".  -  -^"o  ; 

CD  augmentant  les  indices  de  1,  ce  qui  revient  ù  iaire  un  pas  dans  le  sens   Ou  :   puis  l'n  introduisant 
partout  un  nouveau  symbole   A,   ce  qui  revient  à  faire  un  pas  dans  le  sens  OA,    nous  aurons  de  même 

i;,  =:  u.^  —  Aw,,         et         Au,,  —  Au,  —  A-u„; 

d'où  u„  =  w,  —  2Au,  -h  A-Uu. 

ou  symboliquement,  w^  ^  (u  —  A)•^ 

Nous  allons  montrer  que,  d'une  manière  générale, 

Uo  =  (u  —  A,^ 

En  elïet,  si  ou  admet  cette  loi  jusqu'à  la  diagonale  ([ui  correspond  à  l'indico  /),    on  a 

Uo  =  (u  -  A)»'; 


(*)  Nouvellei  Annales,  18ôi.  —  Étude  sur  Pascal,  etc.,  pir  \,  Dcsboves. 
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on  aura  do  nu>nio   i/,    eu  augmoutaut  les  indices  de  I,   c'est-à-dire  eu   multipliant  symboliquement 
l)ar    u,    puis   ^u^■,,    eu  multipliant  symbolii|ueiuent  par    A;    doue 

«1  —  u{u  —  A)'',     AUq  —  A(it  —  AV; 

d'oii,  symboliquement,  «„  =    »,  —  At/^  -=  (it  —  A)''i'. 

Cette  formule  os',  donc  vraie  pour  toute  diagonale. 

Supposons  alors  que  Wq,  Wp  «,  . . .,  w„  désignent  les  n  +  J  valeurs  d'un  polynôme  entier  / (x)  de 
degré  n,  qui  correspontlent  à  «  -h  1  valeurs  do  x  en  progression  arithmétique,  œ^,,  Xq  -\-  h,  ...  , 
Xq  +  "ih,    ....  Xq  -1-  nli;  nous  aurons  encore,  en  particulier, 

«0  =  (w  -  A)", 

n  .  7i(n—  \)  .  „  n(n  —  1)  . . .  (n  —  ?i  -4-  1) 

ou  «0  =  Un  -  -  Ai/„_,  H ^— —  A-u„_2  -  .  . .  ± ^ -'  A"w„. 

1  \.z  ni 

Considérons  alors  le  polynôme 

z  ,               ^(z  —  1)  .  „                           zlz  —  i)  . . .  (z  —  n  +  \) 
cp(;)  =  u„  -  -  A»/„_,  +  "Y^  '^  «"-2  -  '■■  ±  — • \ ■  ^"Wo; 

ce  polynôme  est  de  degré  n  et  pr^'nd  les  valeurs  u,,,  Mh-i,  Vn->  ...  ,Mo,  pour  ^  =  0,  1,  2  . . .  ,  n. 
Cela  est  évident,  d'après  la  formule  établie  antérieurement.  D'ailleurs  le  polynôme  f{x)  considéré 
prend  les  mêmes  valeurs  pour 

X  =  œ^  +  nit,     Xq  +  {n  —  l)/t,     Xq  -h  (n  —  ^}/i,  ...  ,  x^  -h  h,    Xq. 

Si  l'on  fait  parcourir  en  même  temps  aux  deux  variables  ::;  et  ic  les  progressions  correspondantes, 
on  voit  qu'elles  varient  proportionnellement  et  l'on  peut  établir  entre  elles  une  relation  linéaire 
z  =  ■:tx  +  '^;    cela  fait,  le  polynôme    oia.r  -+-  ft)   sera  identique  à   f{x). 

Or,  pour   z  =  n,   x  —  Xq,  pour  z  =  n  —  \,  x  —  x^  +  h: 

Donc  on  a,  entre   y.  et  3,  les  doux  relations 

n  =  a.Xf)  +  6     et     n  —  1  =  «.{x^,  -h  h)  +  (i; 

\  nr  nr      —  x 

d'où  a  = '    8  =  n  4-  -r^  '  et,  par  suite,   z  =  — ^-- +■  n . 

h  h  fi 

-^—- —   +  n\  est  identique  à  f{x). 

Si  nous  posons  z  —  —  y,   le  polynôme   (f(s)  devient 

M                 v('/  -H  i)                               V('/  4-  1)  ...  (y  +  «  —  I)  ,  ,        1 

i(y)  ^  «„  4-  Y  Am,._,  +  ^^'^  A*M„_,  4-  . . .  +  *-^^^ ^ —f- A"«„,  et  le  polynôme  uou- 

X  —  X 

veau,    •}(//),  se  réduit  a  f'{x),  si  l'on  pose   y  =  — - — -  —  n. 

Les  valeurs  positives  de  y  correspondent  aux  valeurs  de  x  supérieures  h  Xq  +  nli,  et  l'on  voit 
que  si  tous  les  nombres  de  la  {n  +  i/  diagonale  ont  le  même  signe,  le  polynôme  '\>(y)  n'a  aucune 
racine  positive,  ce  qui  veut  dire  que  x^  +  nh  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  f{x).  D'où 
ce  théorème  ; 

.S/  l'on  sub.stilut  u  X,  dans  un  polijnome  entier,  des  valeuis  en  progression  aril/imétique,  el  si  l'on  forme 
le  tableau  des  différences  correspondantes,  dés  que  l'on  rencontre  une  diagonale  descendante  composée  de  nombres 
ayant  le  même  signe,  on  peut  s  arrêter,  le  nombre  x  écrit  en  face  du  dernier  de  ces  nombres^  en  bas,  est 
une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équaiion  obtenue  en  annulant  ce  polynôme. 
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M.  Matrot  a  montré,  dans  une  intéressante  brochure  (*)  sur  la  méthode  des  différences,  que  si  une 
équation  entière,  à  coefTicieuts  numériques,  n'admet  que  des  racines  simples,  comme  racines  réelles, 
la  méthode  des  différences,  une  fois  ce  point  éclairci,  conduit  rapidement  et  sûrement  à  la  séparation 
de  ces  racines,  et  permet  de  les  calculer  avec  l'approximation  que  l'on  veut.  Il  vaut  mieux  toutefois 
si  l'on  poursuit  ce  dernier  but,  employer,  une  fois  les  premiers  calculs  faits,  la  méthode  de  Newton 
et  celle  des  parties  proportionnelles. 


CONDITIONS   NÉCESSAIRES   ET   SUFFISANTES 

POUR   QUE    DEUX    TRIEDRES    SOIENT    TRIREGTANGLES 


Soient  Oxyz  et  OXii/^Zi,  deux  trièdres  ayant  même  sommet  ;  désignons  par  a,  (î,  y,  ^  ,  ^?',  y', 
x'',  [j\  y"  les  cosinus  des  angles  que  Ox^,  Oy,,  0^,  font  respectivement  avec  les  arêtes  du  premier 
trièdre. 

Soient  de  même  a,  h,  c,  a',  b',  c',  a\  b",  c  les  cosinus  des  angles  que  les  arêtes  du  Irièdrc 
Oxyz-  font  respectivement  avec  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  OXYZ,  et  fl|,  6,,  Ci,  ...  Ci  les 
cosinus  des  angles  du  second  trièdre  0a;,yi5,   relatifs  au  même  trièdre  trirectanglc. 

Si  l'on  nomme  X,  (ji,  v,  suivant  l'usage,  les  angles  yOz,  zOx,  xOy  on  a,  comme  ou  le  vérifie  en 
appliquant  la  règle  pour  former  le  carré  d'un  déterminant: 

1  ces  V      cos  'J-  abc       '^ 

cos  ■/         1  cos  À  =        <"*'     ^'     '^'      1  —  -■^'• 

I      cos  y.     cos  À  i  a"     h"    c" 

On  sait  que    i2*  <  1,   l'égalité   U  =^  ±:  1    n'ayant  lieu  que  si  le  trièdre   Oxyz   est  trirectangle. 
Soient  do  même   X,,  r/,,  v,    les  angles    y,0:r,,   ZyOx^,   a;,0//,;     on  a  aussi 


cos  V, 

cos   u, 

«1 

f^ 

c, 

\ 

cos  / , 

= 

«1 

h\ 

C| 

cos  À, 

1 

o'i 

bi 

C| 

I 

I      cos  V, 
I       cos  u. 

Or  la  règle  de  multiplication  des  déterminants  doune 

«      ?      Y       I 
A    =1        a'      ft'      y' 


=  il]. 


=  l}i2,. 


Il  résulte  do  là  que  la  valeur  absolue  du  déterminant  A  îles  neuf  cosinus  relatifs  aux  deux  trièdres 
donnés  est  au  plus  égale  à  I  ;  elle  ne  peut  être  égale  ^  l  que  si  l'on  o  iP  --  I,  Lif  —  1,  c'est-à-dire 
si  les  deux  trièdres  sont  trirectanglos. 

Or  quand  ces  doux  trièdres  sont  tri  rectangles,  on  sait  ijue 

a*  -H  B»  -+-  y'  -  I . 

a'»  4-  (i'»  -\-  y'*  =  i. 

«"«  4-  p"*  +  y"»  ^   1, 

ax'  -f-  p^'  -t-  yy'  =  0» 

a'a"  -I-  fl'[i"  -h  y'y"  =  0, 

a''a  -H  p'p  +  y'y  ^  0. 


(•)  Noie  sur  la  résolution  numérique,  elc,  par  M.  Â.  Malrol.  Lille,  1875  (Société  des  sciences,  do  l'agriculture  el 

dos  ans  do  I.illo). 
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Réciproquement,  si  ces  six  relations,  ou  les  six  relations  équivalentes  bien  connues  sont  vérifiées, 
on  a    A"  =  I    et  par  suite  les  doux  Irièdres   Oxi/z,    0.r,(/,::,    sont  lous  les  deux  trirectangles. 

Cette  réciproque  vient  d'être  établie  par  M.  Appell  {\ouvelles  annales  de  Mathématiques,  février  189  i) 
par  une  méthode  identique,  à  quelques  détails  près,  à  celle  que  nous  venons  d'exposer. 


B.N. 


ÉCOLE  CENTRALE  (Concours  de  1893.  —  l"^  session). 


281.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  et,  sur  l'axe  des  x,  deux  points  A,  B  dont  les  abscisses 
sont  a  et  h,  sur  Taxe  des  y  un  point  G  dont  l'ordonnée  est  c,  on  considère  le  faisceau  des  hyperboles  équi- 
latères  qui  passent  par  les  trois  points   A,  B,  C. 

I"  Former  l'équation  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  une  asymptote  dont  le  coefficient  angulaire  est  un 
nombre  donné  X,  et  former  Véquation  de  cette  asymptote. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois  droites  telles  que  chacune  soit  une  asymptote 
d'une  des  hyperboles  considérées.  Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent  trois  droites  qui 
satisfont  à  cette  condition,  et  qui  de  plus  sont  telles  que  deux  d'entre  elles  sont  rectangulaires.  —  Construire 
ce  lieu,  in'iiquer  les  points  oii  il  rencontre  les  côtés  du  triangle  ABC,  puis,  prenant  un  point  quelconque  M 
sur  ce  lieu,  trouver  le  centre  de  chacune  des  hyperboles  considérées  qui  aune  asymptote  passant  par  ce  point  M. 

2^"  Former  l'équation  de  celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un  axe  dont  le  coefficient  angulaire  est  un 
nombre  donné   u,   et  former  l'équation  de  cet  axe. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois  droites  telles  que  chacune  soit  un  axe  d'une 
des  hyperboles  con.si  lérees.  —  Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent  l>-ois  droites  qui  satis- 
font à  cette  condition,  et  qui  de  plus  sont  telles  que  deux  de  ces  droites  ont  des  coefficients  angulaires  égaux 
et  désignes  contraires.  —  Construire  la  ligne  représentée  par  cette  équation;  et,  sur  cette  ligne,  limiter  les 
parties  sur  lesquelles  doit  être  un  point,  j)our  que,  par  ce  point,  passent  trois  droites  réelles  satisfaisant  aux 
conditions  de  l  énoncé. 

1°  Formons  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C 
et  admettant  une  asymptote  de  coefficient  angulaire   À;   le  coefTicient  angulaire  de  la  seconde  asymp- 

1 

tote  étant  —  r»   l'équation  sera  de  la  forme 

1 

(y  -  Ix)  {y+  ~  x)-\-  2Dj;  -♦-  2E.v  +  F  =  0. 

Pour  déterminer  les  coedicienls  2D,  2E,  F,  il  sulHt 

d'écrire  que  la  courbe  passe  par  les  })oints  A,  B,  G.  On 

obtient 

ab  -  c» 


y 

c 

W 

"-^^ 

.Vx 

"^^^__ 

E 

>^- 

0 

^;\A   y,D      B 

F^^ 

X 

2D 


b. 


2E 


Y  =  -  ab. 


L'équation  cherchée  est  donc 


{  a5 c» 

(y  —  'kx)(y  +  -x)-¥  {a+b)x-\ y—ab=0.     (1) 


L'asymptote  de  coclTicient  angulaire   ).    est  représentée  par  l'équation 

y  =  Ix  ■*-  d, 
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ut  ■\  a  +  h  +  j. 


dans  laquelle  d  — 777— :-.  =  —  7 

cette  équation  peut  s'écrire 


-^1 


A       ''\/         -    N  .       .  ah  -  c^        , 

u^  +  V  )  (y  —  'X)  +  c,  +  0  -[-  /. =  0. 

Si  X  et  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  donné  dans  le  plan,  cette  équation  exprime  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  passe  par  ce  point  une  asymptote  de  coefficient  angulaire  À. 
En  ordonnant  par  rapport  à  ).,    on  obtient 

ab  -  en  ^  ,  [^x-  (a  +  b)]  -  y  =  0.  (2) 


X^a;  -  /.^ 


y  + 


Celte  équation  est  du  troisième  degré  en  A;  elle  peut  avoir  une  seule  racine  réelle  et  deux  racines 
imaginaires,  ou  bien  trois  racines  réelles.  Donc,  par  un  point  donné  du  plan,  on  peut  mener  une  ou 
trois  droites  réelles  telles  que  chacune  soit  une  asymptote  d'une  des  hyperboles  considérées. 

Cherchons  le  lieu  des  points  du  plan  par  lesquels  passent  trois  pareilles  droites,  telles  que  deux 
d'entre  elles  soient  rectangulaires.  Cela  revient  à  dire  que  les  trois  racines  À,,  Àj,  /,  de  l'équation  (2) 
sont  réelles  et  que  deux  d'entre  elles  satisfont  à  la  relation  XjXg  =  —  1.  Celte  dernière  condition 
entraîne  la  réalité  des  trois  racines,  car  X^  et  Xj  ayant  un  pro  luit  réel,  sont  ou  tous  deux  réels,  ou 
imaginaires  conjugués;  dans  cette  dernière  hypothèse,  leur  produit  serait  forcément  positif,  puisque 

(a  +  fii)(a  -  i^ï)  =  a>  +  ^"-; 

donc  Xj  et  Xj  sont  réels  et  par  suite  X,  est  réel.  Tout  revient  donc  à  exprimer  que  deux  des  racines  de 
l'équation  (2)  satisfont  à  la  relation 

W  =  -  1. 

Il  u 

Or,    XiXjX3  =  -;  par  suite  Xj  —  —  -.    On  obtiendra  donc  l'eiuation  du   lieu   en   écrivant   que 

X,  =  —  —  satisfait  à  l'équation  (2).  On  trouve  ainsi 

X 

db  c' 

2(a;»  -t-  \f)  -  {a  ->r  h)x  -\ !/  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  cercle  qui  rencontre  le  côté  AB   du  triangle   ABC  au  point   0,   pied  de  la 

hauteur  correspondante  et  au  point  x  =  — ^ — »  milieu  de  ce  côté.  Il  en  est  évidemment  de  môme 

pour  les  deux  autres  côtés  CA  et  CIÎ,  comme  il  serait  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier.  Le  lieu  est  doue 
le  cercle  des  neuf  points  relatifs  au  triangle   ABC. 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir.  Soit,  on  ofTct,  M  un  point  ilu  lieu.  Par  ce  point  passent  trois 
droites  réelles  de  coefficients  angulaires  X,,  Xj,  Xj,  dont  deux  sont  rectangulaires  (X,Xj  —  —  1)  et  telles 
que  chacune  soit  asymptote  à  l'hyperbole  dont  l'équation  s'obtient  en  lemplarant  dans  l'équation 
géaétalo  (1),  X  par  la  valeur  correspondante  X,  ,  X,,  X3.  Or,  l'équation  (I  )  (comme  on  ilevait  d'ailleurs 

s'y  attend  le)  ne  cliaui;e  pas  quand  on  y  remplace   X    par—   ^'   Donc  aux  trois  valeurs  réelles  X,,  X,,  X, 

correspondent  seulement  doux  hyperboles  équilatèros  :  l'une  {\\  correspondant  à  la  valeur  X,  et 
admettant  pour  asymptote  la  droite  do  coellicieut  angulaire  X,  menée  par  le  point  M,  l'autre  (II) 
correspondant  aux  deux  voleurs  X,,  X,  et  admettant  pour  asymptotes  les  deux  dioiles  rectangulaires 
do  coeflîciouts  angulaires  X,,  X,  menées  par  le  point  M.  Le  point  M  est  le  centre  de  l'hyperbole (II)  ; 
le  lieu  du  point  M  est  donc  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  éijuilalères  circonscrites  au  triangle 
ABC,   c'est-à-dire  le  cercle  des  neufpoiuts  relatif  à  ce  triangle. 


2!ti 
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Cette  disrussioM  im-t  imi  évidoiicc  les  contres  des  deux  hyperbo'cs.  Le  centre  do  l'hyperbole  (II) 
est  le  point  M  lui-niôim';  le  cfulre  dv  l'hypcrbolo  (I)  est  le  point  N  oii  la  droite  de  coelficieut  angu- 
laire ),  =2   —  — .  asymptote  à  celte  hyperbolo,  coupe  le  cercle  des  neuf  points. 

X 

^"  I/cquation  générale  des  hyperboles  considérées  étant 


(//  —  Ix)  (//  -+-  ;  a;)  4-  (a  -I-  0)  X  H y 


ab  =  0 


ou  bit  u 


h.  —  j  XI/  —  .1-  +  (a  +  b)a'  H —       -    y  —  ab  =  0, 


c'est-à-dire 


les  directions  des  axes  sont  données  par  l'équation 

B(aî  -   1)  +  (A.  -  C)  a  =  0, 
(X-   l)(l^'  -   t)  +  4a  =  0, 

,    .  .  l  4.x 

d  ou  on  tire  ^  —  t  = « 7* 

A  \i.^  —  l 

L'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant  par  les  trois  points   A,  B,  C   et  admettant 

un  axe  de  coelticient  angulaire  donné    a   sera  donc 

fi.. 


[a  +  b)x  +  — - —  y  —  ab  =  {). 


If-  —  X-  -\ —^  xy  +  [a  +  b]x  +  y  —  ao  =  v.  (,-Jj 

[JL*  —  1  c 

Cet  axe  est  le  diamètre  conjugué  des  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires  ( j;  son  équation 


est  donc  de  la  forme 


r:  --n  =  0, 


c'est-h-dire 


af-  2.r  + 


4jx 


t^  -1 


y  +  a  +  b] 


"^li 


4,a 
a"  -  1 


ab  —  c- 


=  0. 


Si  X  cl  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  donné  dans  le  plan,  cette  équation  exprime  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  passe  par  ce  point  un  axe  de  coelTicient  angulaire  y..  En 
ordonnant  par  rapport  à     ;;.,     on  obtient 


[j.^\2x  ~  (a  +  b) 


^  -  -"{2i/ 


ab  —  c 


[j-l^x  +  a  -b  b]  —  \  '2y 


+ 


ab 


c- 


=  0,       (4) 


équation  du  troisième  degré  qui  peut  avoir  une  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires  ou  bien  trois 
racines   réelles.  Donc  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener  une  ou  trois  droites  réelles  telles  que 
chacune  soit  un  axe  [lour  l'une  des  hyperboles  considérées. 
Soient  y,,  u.^,  y.3  les  trois  racines  de  cette  équation;  on  a 

^         ab  -  c^ 

'■'•1    +    P-2    +    y-3    —    a ■ Tx  * 

Pour  que  deux  des  racines  u.^,  [x^  soient  égales  et  de  signes  contraires,   il    faut  et  il  suffit  que 

l'on  ait 

_         ah  -  c^ 

2/y ^ — 

a^  +  ;/,  ~  0,  par  suite  --»,  = ; • 

'  '       '  •'  ^  '  Ix  -  (a  +  b) 

On  oblicndia  l'équation  du  lieu  en  écrivant  que    [x,   est  racine  de  l'équation  (i).  On    trouve  aii  si 


X 


y 

ab  —  c' 


=  0. 
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C'est  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine  et  parallèle  à  la  droite  DE  qui  joint  les  points 
de  rencontre  du  cercle  des  neuf  points  avec  les  axes  de  coordonnéi^s. 

Cherchons  quels  sont  les  points  de  eetle  droite  pour  lesquels  on  obtient  trois  droites  réelles.  La 
racine  y-j  est  toujours  réelle;    [j-^  et  U3  satisfont  aux  deux  relations 

IH   +   1^3    =    0- 

_    2x  -h  a  +  b 

'■'■'■■''''  ~  tx  -  (a  -+-  b~)  ' 

ce  sont  les  racines  de  l'équalion  du  second  degré 

2x  +  a  +  b         - 

''■   +  c. : r-  =  0. 

2jî  —  (a  +  b) 

Pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

2ac  +  rt  +  6 


2x  -  {a  +  b) 


<0, 


a  +  6  a  -h  b 

et  par  suite —  <  x  <  — - —  • 

En  d'autres  termes,  le  point  choisi  doit  être  situé  entre   F  et   G. 

cm  rûsolu  la  question  :  MM.  Bailly,  lycée  de  Dijon;  Fdlix  Ditech,  lycée  de  Toulouse;  G.  Tzitzéic»,  Bucarest;  Jean  Taxasbsco,  BiKcrest. 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


267.  —  On  donne  un  angle  xOy   et  rin point   P  autour  duquel  pivote  une  sécante   APB;   on  coii'itruil  le 
cercle  AOB.  Trouver  et  construire  : 

/"  Le  lieu  des  intersections  mutuelles  des  tangentes  au  cercle  aux  points   A,  0,  B; 
2°  Le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  de  ce  cercle  passant  par   P; 
■'i'^  L'enveloppe  de  la  polaire  du  point   P  ; 
4"  L'enveloppe  du  cercle. 

1°    Prenons  pour  axes  les  côtés  do  l'angle  donné,  et  désignons  par  a   et   /)   les  coordonnées  du 
l)oint  P;   l'équation  de  la  sécante  PAB   étant 

y  —  b  =  m{x  —  a), 

on  aura  OA  —  — .  OB  =  —  i//m  —  6), 

m 

et  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle    AOB    sera 

ma  ~  b  ,^  ^ 

x-  4-  'zxi/  cos  0  H-  1/'^ X  -+■  (ma  —  b)u  -  0.  (I) 

jj^  \  /.» 

Les  équations  des  tangoulos  à  cj  cercloaux  points   ().  A,  B    luMiveut  s'écrire  rosj)ectivoraont,  aprës 
avoir  divisé  par  le  facteur     mn  —  b, 

x  —  my  —  0,  (2) 

"««  —  b 

±v  -h  Un  cos  0  — h  mt/  —  x  ~  0,  (3) 

m  ' 

—  m^lLx  cos  0  +  2//  4-  ma  —  b)  -h  my  —  x  =  0.  (4) 
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Les  tangentes  aux  points  0  et  A  se  coupent  eu  un  p  )iut  dont  on  aura  le  lieu  en  éliminant  m 
entre  les  étiualions  (-2)  et  (HV,  ou  obtient 

2.rui;  -I-  y  cos  0)  —  {ax  —  by)  --  0, 

équation  qui  représente  une  hyperbole  aisée  f»  construire. 

En  éliminant   ///   outre  les  équations  (2)  et  (4),  on  obtient  encore  une  hyperbole, 

2y{x  cos  fi  +  y\  +  ax  —  Inj  =  0, 

qui  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  au  cercle  aux  points   0  et  B. 

Eufin,  pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  tangentes  en  A  et  B,  il  faudrait  éliminer 
m  entre  les  équations  (3)  et  (4)  ;  mais  auparavant,  si  l'on  forme  l'équation  de  la  droite  OM,  on  obtient, 
après  suppression  du  facteur    m"^  +  'Sm  cos  0  -+-  I,     l'équalion 

X  -^•  my  —  0  ;  (S) 

ce   résultat  pouvait  être   aisément  prévu,  puisque  la   droitî  OM    est  conjuguée  harmonique  de  la 
tangente  au  cercle  au  point   0   par  rapport  aux  droites  OA   et  OB. 

X 

De  l'équation  (o)  ou  tirera  m  = 

y 

(t  en  transportant  dans  l'équation  (3),  ou  obtient 

"Ixy  cos  0  —  a.T  —  by  =  0, 
équation  d'une  hyperbole. 

2"  Le  centre  du  cercle  Cl)  est  déterminé  par  les  équations 

2a;  +  2//  cos  0 =  0, 

m 

2x  cos  0   -h  2//  +  ma  —  b  =  0; 

le  diamètre  passant  par  le  point  P   aura  pour  équation 

ma  —  b 


2x  ■+-  2y  cos  6 


m  2j;  cos  0  -+-  ?j/  -4-  ma  —  6 


^         ,,,  ma  —  b       "2a  cos  6  -i-  "2b  -h  7na  —  b 

2«  -h  "Ib  cos  0 

m 

En  éliminant  m   entre  cette  équation  et  l'équation  (1),  ou  aura  l'équation  du  lieu. 
Retranchous  les  numérateurs  des  dénominateurs;  on  obtient 

ma  —  b 


2x  -t-  2y  cos  0  — 


m  2£C  cos  0  +  2;/  4-  ma  —  b 


'2[X  —  a)  +  2(y  —  b)  cos  ô       "l-'x  —  a)  cos  ()  +  l{y  —  b)' 

multiplions  ensuite  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  x,   ceux  du  deuxième  par  //  et  ajoutons 
terme  à  terme,  en  tenant  compte  de  l'équation  (I);  on  obtieat 

ma  —  b 


2x  +  2y  cos  0  — 


m  2a;  cos  0  -h  2»/  +  ma  —  b  x"^  -h  2xy  cos  0  +  t/' 


2  .X— a)  +2(y  — ôycosO       2(x  — o)cosO  -f-2{j/  — 6;       2[x* -h 2a;ycosO-H//*  — a;(a-f- ftcosO)  — î/(acosO  +b) 
ou  encore,  en  retranchant  les  dénominateurs  des  numérateurs 

a  +  zb  cos  Oh —       ^  ,  ^  , 

m  __  2acos04-6  +  affi      —  (x*  -h  ixy  cos  0  -i-  j/'^)  +  2.r(a  +  o  cos  Oj  -i-  zy(a  eus  84-6; 

(X— a;-i-(y— 6)cos0  ~  (x-a)cos6+y-6~~      x*  -h  2xy  cos  0  -h  y»  —  a;(o  +  b  cos  0)  —  i/(a  cos  0  -h  ^) 
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Transportons  maintenant  l'origine  des  coordonnées  au  point  P;    il  vient 
b 


a  4-  26  SOS  0  + 


m 


2a  cosô  +  b  +  am 


{.c^  -+■  2xij cos  0  +  .y*)  4-  (a^  +-  tab  cos  6  +  6*) 
2x?/ cos  0  +  î/*  +  :r(a  ■+-  b  cos  0)  -\-  y{a  cos  6   +  b) 


X  +  y  cos  6  X  cos  0  4-  y  ^ 

Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

x'^  4-  2x?/  cos  0  4-  î/*  =  s,        a-  4-  2a.';  cos  0  4-  fc*  =  S'. 

a?  4-  //  cos  0  ~  P,  X  cos  0  4-  //  =  Q  ; 

on  tire  des  équations  précédentes 

(S  -  S')Q  +  (S  4-  aP  4-  6Q)(2a  cos  ô  +  6) 


am 

h 
m 


(S  -  S')P 


S  4-  flP  4-  6Q 
(S  4-  aP  4-  6Q)(26  cos  0 


a) 


S  4-  aP  4-  /<) 

et  en  multipliant  membre  à  membre,  chassant  le  dénominateur  et  faisant  passer  dans  un  même  membre, 
on  a  l'équation  du  lieu 

(S  -  S')'PQ  4-  (S  -  S')(S  4-  aP  4-  6Q):  P(2a  cos  0  4-  6)  4-  Q(26  cos  0  +  a)]  4-  2S'(S  4-  aP  +  />Q)»  cos  0  =  0. 
En  réunissant  ensemble  les  termes  de  même  degré,  ou  reconnaît  que     S    est  en  facteur;  il  resic 
une  courbe  du  quatrième  degré,  circulaire  et  ayant  deux  asymptotes  perpendiculaires  aux  axes. 

3"  La  polaire  du  point   P  par  rapport  au  cercle  (1)  a  pour  équation 

m'^a{y  4-  6)  -h  m[{a  4-  26  cos  0)x  4-  (6  4-  2a  cos  0),y  —  a"-  —  b-]  4-  b  x  4-  a)  ^  0. 
E(i  écrivant  que  cette  équation  en  m  a  une  racine  double,  on  a  l'équation  de  l'enveloppe 

[(a  +  26  cos  (i)x  4-  (6  4-  2a  cos  0)i/  —  a^  —  b^]'  —  iab{x  4-  a){y  +  61  —  0. 
Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  (—  a,  —  6);  o.i  a 

[(a  4-  26  cos  0).r  4-  (6  4-  2a  cos  0)y  -  2(a''  4-  2ab  cos  6  4-  6»)'»  -  -Ubxij  =  0, 

équation  d'une  conique  tangente  aux  nouveaux  axes.  Le  discriminanl  de  l'ensemble  des  termes  du 

deuxième  degré  est    2(a*  4-  6»  4-  2fl6  cos  6)  cos  0. 

La  conique  sera  donc  une  ellipse  si  l'augle  ilonné 
.lOy  est  aigu,  une  hyperbole  si  cet  angle  est  obtus,  el 
enfin  une  parabole  si  l'angle  est  droit. 

4"  Onlouuous  l'équation  (l)  par  rapport  à    m; 
on  obtient 

m"ay  4-  m{x^  +^xy  cos  0  4-  //*  —  ax  —  by)  -k-  bx  ^i). 

Pour  que  celte  équation  ait  une  racine  double. 


on  doit  avoir 

(.r*  +  2x//  cos  0  4-  //'-  -  a.r  —  hy  \'^ 


iabxy  ~  0 


ou 


(x*  +  txycos 0  4- //'^ I*  —  2(.t^ 4-  2.r//  cos  0  4-  tj*)[a.v-hby} 

4-(ax-6//)»^0; 

c'est  l'équation  de  l'euvoloppe.  Elle  représente  une  iiuarliciue  bicirculairo  n\ant  un  point  do  robrous- 
soniont  à  l'origine;  on  la  construit  aisément  on  posant   //  ^^  lx\   oUo  louclie  los  axos  aux  points  ;iyaiit 


pour  coordonnées   (a.  o)   et   (o,  6). 


A    Hmii  ï,  ivc.c  lie  Dijoii. 
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I.  Oïl  a  rt.ÔB  +  ôTOÂ  -ÛA.'ÔB  =  0; 

donc  les  divisions  dôciilos  sur  O.v  et  0//  par  A  et  lî  sont  honiographiquos  ;  A'G  perpendiculaire 
sur  Ox  au  milieu  A'  de  OA,  et  B'G  perpendiculaire  sur  Oi/  au  milieu  B'  de  OB  décrivent  deux 
faisceaux  homograi.hiques;  enfin  C,  centre  du  cercle  OAH,  décrit  une  hyperbole  Y  ayant  ses 
asymploles  perpendiculaires  à   Ox  et    0//  et  passant  par  0. 

Ceci  posé,  le  point  D,  interseclion  des  tangentes  en  0  et  A  et  pôle  de  OA,  est  sur  GA',  la  tan- 
gente OD  est  perpendiculaire  h  OC,  donc  01)  et  CD  décrivent  deux  faisceaux  homographiques  et 
le  lieu  de  D  est  une  hyperbole  passant  par  0  et  dont  une  asymptote  est  perpendiculaire  à  Ox.  De 
même  le  pcMe  D'  de  013  décrit  une  hyperbole  passant  par  0  et  asymptote  à  une  perpendiculaire 
à   Oy. 

Enfin  l'angle  AMB  étant  constant,  le  triangle  AMB  demeure  semblable  à  lui-même,  et  le  pôle  M 
de  AB  décrit  un  lieu  connu.  C'est  une  hyperbole  passant  par  0  et  ayant  ses  asymptotes  parallèles 
à   Ox  et   Oy. 

II.  Soieut  E,  E'  les  extrémités  du  diamètre  passant  par  P;  ces  points  décrivent  une  courbe 
slropho'idalc,  puisque  CO  =  CE  =  CE'.  Cette  courbe  est  la  généralisation  d'une  strophoïde  ordinaire 
quand  la  directrice  rectiligne  est  remplacée  par  la  conique  F.  L'équation  polaire  de  cette  courbe  est 
aisée  à  former,  et  montre  qu'il  y  a  en  0  un  point  double  avec  tangentes  rectangulaires,  et  deux 
asymptotes  parallèles  à  celles  de    W 

III.  Soient  Q  le  conjugué  de  P  sur  AB,  R  le  second  point  de  rencontre  de  OP  avec  le 
cercle  AOB,  et  Q'  le  conjugué  de  P  sur  OR;  OQ  est  la  polaire  de  P  par  rapport  à  xOy  et  QQ' 
est  sa  polaire  par  rapport  au  cercle.  Tenant  compte  de  la  relation  entre   OA  et  OB,    on  trouve 


UA  +  OB  ^  XOA  +  [xOB  +  V 

).,  ;y.,  V,  /;   étant  des  constantes;  donc  il  y  a  entre   OQ   et   PQ'   une  relation  homographique  et   QQ' 
enveloppe  une  conique  tangente  à   OQ)   et   OP. 

IV.  Soient  PA,Bi,  Ok^^^  une  sécante  voisine  de  PAB  et  son  cercle  correspondant,  dont  le 
centre  est  C,  ;  le  second  point  d'intersection  de  ce  cercle  avec  le  premier  est  symétrique  de  0  i)ar 
rapport  à  CC,;  donc  le  point  de  contact  du  cercle  OAB  avec  son  enveloppe  est  le  symétrique  F  de  0 
par  rapport  à  la  tangente  CT  de  T  au  point  G;  l'enveloppe  du  centre  est  un  limaçon  de  Pascal 
généralisé  en  substituant  au  cercle  directeur  une  conique. 

Courbes  strophoïdales.       ^ 

Soient  P,  0,  deux  points  fixes,  I^  une  courbe  donnée,  C  un  point  mobile  sur  cette  courbe; 
prenons  sur    CP   les  longueurs   CE  =  CE' ==  GO;    E,  E'   décrivent  uim  strophoïde  de  la  courbe   V. 

Prenons  P  pour  pôle  et  PO   pour  axo  polaire,  avec   PO  =  a.   L'équation  de  la  courbe   r  étant 

l'équation  de  la  strophoïde  sera 

p  =  Pi  ±  y/pj  —  2rtpi  cos  0)  +  a''  =  /(w)  ±  \/p{bi)  —  ta  cos  w/'(cu)  -h  a* 

ou,  sous  forme  rationnelle, 

p»  —  2p/"(w)  H-  a*  —  2a  cos  o>/'((u)  —  0. 
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Si   r   ne  passe  pas  par  0,    et  si    PO   coupe  F  en  un  point  A  tel  que  PA  =  h,  on  a  pour   m  —  0 

p  ^  6  ±  (6  -  a)  ; 

donc  une  branche  de  courbe  passe  par  0;  mais  OE  est  bissectrice  de  l'angle  que  forme  OC  avec 
OH  parallèle  à  PC,  donc  sa  limite,  tangente  en  0,  est  bissectrice  de  l'anglô  limite  COH,  ou  perpen- 
diculaire sur   OP. 

Si  r  passe  par  0,  pour  w  ^  0,  les  deux  valeurs  de  p  sont  égales  à  a,  et  0  est  un  point 
double. 

Soit  01  la  tangente  à  F  en  ce  point;  les  directions  limites  de  OE,  OE'  sont  bissectrices  des 
angles  de   01   avec  OP  ;    ce  sont  les  tangentes  à  la  slrophoïde  au  point  0. 

D'une  façon  générale,  soient  GT  la  tangente  à  F  en  C,  CN  la  bissectrice  de  l'angle  que  forme 
OC  avec  CP  ou  son  prolongement,  K  le  milieu  de  OE,  qui  appartient  à  GN  ;  si  G  décrivait  GT, 
GN  envelopperait  une  caustique.  Soit  N  le  point  de  contact.  Décrivons  le  cercle  qui  a  ON  pour 
diamètre,  et  menons  lui  la  tangente  KS  au  point  K  ;  la  tangente  à  la  strophoïde  en  E  est  paral- 
lèle à   KS. 

Supposons  que  la  directrice   F   ait  une  asymptote  donnée  par 

p  sin  [y.  —  <si)  —  p  ; 

on  a  p,  sin  (a  —  œ)  =  p  -+-  e, 

e   tendant  vers  zéro  quand    w   tend  vers   a   et   p,   croît  indéfiniment. 
Si  on  prend  sur  la  slrophoïde 

p  =  Pj  —  v/pj  —  2api  cos  w  +  a* 

pour  w  =  a  lim  p  =  «  cos  a,  ce  qui  donne  un  point  à  distance  finie,  aisé  à  construire  ;  mais  si  on 
prend  

p  =r  Pj  4-  y^l o\  —  ^aoy  COS  co  +  a'% 

p   croit  indéfiniment  avec  oj   et  la  strophoïde  a  une  direction  asymptotique   o  =  a  ;  alors 


p  sin  (a  —  (.))  =  p  +  z  +  \/{p  +  £)'*  —  2a (/J  +  e)  sin  la  —  w)  cos  co  +  a'  siu-^x  —  oO 

et  pour   10  r=  a 

lim  p  sin  (a  —  o)  ~  '2p  ; 

la  slrophoïde  a  donc  une  asymptote  parallèle  à  celle  de    F   et  à  une  dislauce  double  du  point    P. 

Ces  résultats  son!  bien  connus  quand    F    est  une  ligne  droite. 

Si  l'asymptote  do   F   répondant  à    o>  ~  oi.    est  rejetée  à  l'infini,  il  en  est  de  même  de  colle  de  la 

strophoïde. 

P.  BuiiuniN,  professeur  au  lycée  de  Bordeaux. 


305.  —  Pa7'  le  .sommet  S  d'une  strophoïde  droite  dont  le  point  dmble  est  0,  ou  mène  une  séeante 
variable  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  autres  points  A  et  B.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  lan;fentes 
communes  extérieures  aux  deux  cercles  de  diamètres  SO  et  AB  se  compose  de  deux  lignes  droites,  qui 
sont  les  tangentes  au  point  double. 

SOLUTION   ANALYTIQUE 

En  posant  SO  ^-  2^/   et  prenant  pour  axes  la  droite   OS   et  la  perpendiculaire   0//,   les  cercles 

consiilérés  ont  pour  étjua tiens 

.T*  +  If  -  2(/.r  ^0, 

X*   +  y*   -  2X//    rrr   0. 
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Los  coordonnées  des  ot-ntres  de  similitude  do  ces  deux  cercles  sont 

ae|X| 


X  =  — 


y 


a  -  e|X| 
al 


a  -  t\l\ 

•    désii^uant   ±  t    et   \1\    la  valeur  absolue  de   X. 
L'éliminotion  de   X   est  immédiate  et  l'on  trouve 

.'•  =--  ±  y, 
c'est-à-i'ire  les  lanijenles  au  point  double  de  la  stroplioïde. 


TziTzÉiCA,  Bucarest. 


Solutions  exactes  :  AIM.  Aidoun    (Louis-le-Grand);  Uiuillion  (Louis-le-(".rand);  A.  Cuimek  (I.yon);  ForcAiiT  (Michelcl)  :  L.\mbei\t  (Alger) 
R,  Lecoivreir  (Beaiine)  ;  Mathieu  (Douai)  ;  L.  Mb«sent;  G.  Poiilliart;  V.  Serubs  (Toulouse);  Lannks  (Hoche)  :  Mrymi  n  (Louis-le-iiraïul). 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Le  cercle  décrit  sur  SO  comme  diamètre  est  fixe;  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  est 
tangent  en  0  à  OX  par  définition  de  la  strophoïde  droite,  car  KA  =  KB  =  KO.  Le  problème  revient 

donc  à  trouver  le  lieu  du  centre  de  similitude  externe  d'un  cercle 
fixe  C  et  d'un  cercle  variable  K  ayant  son  centre  sur  OY  et  tan- 
gent à  OX.  On  construit  ce  centre  de  similitude  en  menant  les 
deux  rayons  homologues  CO  et  KR  et  en  joignant  R  et  0.  Comme 
RK  =  KO,  RO  est  la  bissectrice  de  l'angle  XOY',  c'esl-à-dire 
l'une  des  tangentes  au  point  double  de  la  strophoïde.  La  deuxième 
fait  de  même  partie  du  lien. 

Cas  de  la  strophoïde  oblique.  —  On  en  connaît  la  définition  : 

Étant  donné  un  angle 

XOY,    on  prend  sur 

OX    un  point    S   et 

l'on  mène   par    ce 

point   une   sécante 

qui  coupe  OY  en  K. 

On  prend  KA  =  KB 

=  KO.  Les  points  A 

et  B  décrivent  une 
strophoïde  oblique  ayant  0  comme  point  double.  Pro- 
posons-nous encore  de  trouver  le  lieu  du  centre  de 
similitude  externe  du  cercle  fixe  C  décrit  sur  SO 
comme  diamètre  et  du  cercle  variable  K  décrit  sur  AB 
comme  diamètre.  Tous  les  cercles  K  sont  tangents 
en  0  à  OT  perpendiculaire  à  OY.  Menons  les  deux 
rayons  homologues  CO  et  KR;  tirons  RO,  qui  coupe  KC  en  M.  Or,  puisque  KR  —  KO,  RO  est  la 
bissectrice  de  l'angle  KOX,  c'est-à-dire  une  des  tangentes  au  point  double  de  la  strophoïde.  De  même 

l'autre  bissectrice  fait  partie  du  lieu, 

^  G.  Bi-ocH  (Dijon). 

Ont  envoyé  des  solutions  géométriques  :  MM.  Ai  douin  (Louis-le  Graml);  Biuillion  (Louis-le-Grand)  ;  A.  Clapibr  (Lyon)  ;  Cazimian  d'au); 
V.  Carris;  CHOLi.Br  (Poiliersy  ;  Dariès  (l'aris)  ;  Uitf.il  (Toulouse)  ;  Esœr  (Labastidc-sur-Lhers)  ;  Foi  illit  (instituteur,  à  Monistrol)  ;  L.  Gralx 
(Mantes);  Leiielp  ^Roueni  ;  L.  MksSext  (l'aris)  ;  V.  Serrer  (Toulouse);  Wii/.io  (Condorcet). 
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335.  —  On  considère  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  0  et  les  coniques  imcriteyàce  quadrilatère. 
On  demande  : 

y  Le  lieu  des  foyers  ;   '' 

2"  L'enveloppe  des  axes  ; 

3°  Le  lieu  des  projections  de  0  sur  les  axes; 

4"  L'enveloppe  des  polaires  de  0  par  rapport  aux  coniques  considérées; 

')°  Le  lieu  des  projections  de  0  sur  ses  polaires. 

1°  Soit  ABGDEG  le  quadrilatère  complet  donné.  Cherchons  combien  il  y  a  de  points  du  lieu  sur  une 
droite  quelconque  A  du  plan.  Considérons  les  coniques  C  tangentes  à  trois  des  côtés  du  quadrilatère, 
inscrites  à    ABE,   par  exemple,  et  dont  un  foyer  F   décril   A. 

Soit  F'  le  foyer  symétrique  de  F  par  rapport  au  centre  de  C.  Lorsque  F  parcourt  A,  AF  et 
BF   décrivent  deux  faisceaux  projectifs;  mais,  puisque  ÀF'  et  BF'  sont  symétriques  des  précédents, 

respectivement,  par  rappoit  aux  bissec- 
trices de  BAE  et  de  ABE,  ils  décrivent 
aussi  deux  faisceaux  homographiques; 
le  lieu  de  F'  est  une  conique  r  pas- 
sant par  A  et  B  et  par  suite  circons- 
crite à  ABS. 

Soit  r'   la  conique  obt  nue  en  con- 
sidérant les  coniques  inscrites  à  ADG. 

Ces  deux  coniques  (r  et  V)  se  cou- 
pent en  trois  points  autres  que  A  (^point 
introduit  par  la  mé'hode  de  raisonne- 
ment). Si  l'on  prend  l'un  d'eux  pour  point  F',  il  définit  une  conique  et  une  seule  inscrite  au  quadri- 
latère et  dont  l'autre  foyer  est  sur  A.  Donc  il  y  a  trois  points  du  lieu  sur  A;  le  lieu  est  une  cubique 
circulaire  d'après  le  théorème  de  Duhamel,  et  ainsi  que  l'on  peut  s'en  assurer  en  considérant  la 
parabole  inscrite  au  quadrilatère;  celle-ci  admet  en  eilet  un  foyer  à  distance  finie,  deux  aux  points 
cycliques  et  le  quatrième  en  son  poiut  de  conlact  avec  la  droite  de  l'infini .  donc,  dans  le  cas  général,  le 
lieu  est  une  cubique  circulaire  admettant  pour  troisième  direction  asymplotique  la  (.Iroite  de  Nc^wlon, 
lieu  des  centres. 

Mais  si  le  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  on  considérant  ce  cercle  coriimo  conique  parti- 
culière du  faisceau,  les  quatre  foyers  conespondauts  sont  en  0.  Pour  avoir  la  ou  les  tangentes  au 
lieu  en  ce  point,  il  faut  avoir  les  positions  limites  des  droites  joignant  ce  point  aux  quatre  foyers; 
or,  ces  positions  limites  étant  celles  des  axes  sont  deux  droites  rectangulaires;  0  est  un  nœud  droit, 
le  lieu  est  une  strophoïde. 

2°  et  3".  —  Soit  F  un  foyer,  je  considère  le  faisceau  involutif  formé  par  les  tangentes  menées  de 
F  aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère.  Ce  faisceau  est  délini  par  les  droites  isotropes  et  par  les 
tangentes  au  cercle  0;  ces  deux  couples  sont  symétriques  par  rapport  à  01^';  donc,  il  en  est  de 
même  de  tous  les  autres  et  les  rayons  doubles  de  l'involution  sont  KO  et  la  perpendiculaire  Fio  à  FO, 
c'est-à-dire  que  les  deux  coniques  inscrites  au  quadrilatère  qui  passent  eu  F  sont  tangentes,  l'une 
à  FO,  l'autre  à  Fw;  les  réciproques  sont  vraies  et  l'on  peut  défiuir  les  foyers  comme  points  de  contacls 
des  tangentes  menées  de  0  ou  comme  pieds  dt^s  normales  abaissées  de  ce  p)int  sur  les  coniques  du 
faisceau. 

Soit  0)  le  point  de  Fo  sur  la  droite  de  Newton  ;  l'onsidérons  la  conique  ayant  son  centre  en  eu; 
les  tangentes  (lue  l'on  peut  lui  mener  do  F  sont,  d'après  ce  ([ui  précède,  symétriques  par  rapport  à 
Fw;    donc,    Fco   est  un  axe. 

Le  lieu  du  n"  3  coïncide  avec  le  premier.  On  en  déduit  d'ailleurs  que  l'enveloppe  des  axes  est 
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une  parabole  ayant  pour  directrice  la  droite  de  Newton,  car  sa  podaire  par  rapport  à    0   est  une 
strophoïde. 

4°  et  5°.—  Soient  OF,  OF'  les  deux  tangentes  en  F  et  F'  à  une  coni(iue  de  centre  a  inscrite  au 
quadrilatère.  La  droite  FF'  a  son  milieu  1  sur  Oa,  c'est-à-dire  sur  la  ligne  de  Newton.  Les  tangentes 
menées  de  F  et  de  F'  à  la  conique  du  faisceau  de  centre  I  sont  parallèles.  Donc  ce  sont  les  rayons 
parallèles  correspondants  des  deux  faisceaux  involutifs  de  sommet  F  et  F';  on  sait  (ju'il  n'existe 
qu'un  couple  do  ces  rayons,  et,  comme  les  droites  isotropes  issues  de  F  et  de  F'  appartiennent  aux 
faisceaux,  elles  répondent  à  la  question,  F  et  V  sont  les  foyers  de  la  coniijue  de  centre  I,  FF'  en  est 
un  axe.  D'oîi  une  nouvelle  détinition  des  loyers  et  tles  axes  comme  projections  de  0  sur  ses  polaires, 
comme  polaires  de  0. 

Remakqui;.  —  On  pouvait  traiter  la  deuxième  et  la  troisième  partie  directement  en  remar([uant  que 
d'un  point  de  la  droite  de  Newton  partent  deux  tangentes  rectangulaires  à  l'enveloppe  des  axes,  et 
<|ue  la  droite  de  Newton  n'est  pas  un  axe. 

Cas  PAUTicii.iER.  —  Nous  avons  admis  sans  démonstration  que  dans  le  cas  général  les  tangentes 
au  lieu  des  foyers  en  0   sont  obliques  sur  la  droite,  de  Newton. 

En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  celte  droite  ferait  tout  entière  partie  du  lieu;  donc  il  existerait 
une  infinité  de  coniques  ayant  cette  droite  pour  axe  et  par  suite  tangentes  à  huit  droites,  les  côtés  du 
quadrilatère  proposé  et  les  côtés  de  son  symétrique  par  rapport  à  la  droite  de  Newton;  ceci  est  impos- 
sible, à  moins  que  les  deux  quadrilatères  ne  coïncident. 

Traitons  directement  ce  cas  particulier:  Le  quadrilatère  donné  admet  un  axe  de  symétrie  AD  et, 
puisqu'il  existe  un  cercle  inscrit  dans  ce  quadrilatère,  il  en  existe  deux  :    0  et  0'. 

Toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère  ayant  un  axe  sur  AD,  AD  fait  partie  du  lieu  des  foyers. 
Soient    o,  o',  F,  F'     les  quatre  foyers  d'une  des  coniques,    F  et  F'   étant  sur  AD. 
On  sait  que    BF  et  BF'    sont  symétriques  par  rapport  aux  bissectrices  de  ABD;   donc  F  et  F' 

décrivent  sur  AD   une  involulion  dont  0  et  0'  sont  les 
points  doubles. 

Il  eu  résulte  que  le  faisceau  cp.FF'OO'  est 
harmonique,  et  comme  ciF',  cpF  sont  isotropes,  l'angle 
0<pO'  est  droit  et  le  lieu  de  ce  est  la  circonférence  décrite 
sur  00'  comme  diamètre.  Donc  un  foyer  :.  peut  être 
considéré  comme  projection  de  l'un  des  centres  0  ou 
0'  sur  les  axes  de  l'autre  cercle;  les  foyers  F  étant  les 
projections  de  00'  sur  les  axes  perpendiculaires  à  AD. 
Soient  9,  9'  deux  foyers  d'une  même  conique,  M  l'un  des  points  de  rencontre  du  cercle  et  de 
la  conique. 

Les  droites  OM,  O'M  étant  les  bissectrices  de  fM/,  l'une  de  ces  droites  est  tangente  à  la 
conic[ue,  l'autre  lui  est  normale. 

Les  foyers    F    peuvent  aussi  être  définis  comme  projections  de   O,  0'   sur  les  polaires. 
Enfin  on  peut  encore  faire  remarquer  que  dans  la  première  partie  du  problème  général,  le  seul 
examen  de  la  parabole  inscrite  prouve  que  le  lieu  est  une  cubique  circulaire,  puisqu'il  n'y  a  que  trois 
points  du  lieu  sur  la  droite  de  l'infini  et  que  deux  sont  les  points  cycliques. 

Rkmarque.  —  La  première  partie  de  la  question,  c'est-à-dire  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  a  déjà  été  traitée  dans  la  Revue,  sous  le  n"  110 
(ToMF.  I,  p.  ;^".'j);  on  y  a  employé  les  coordonnées  tangentielles. 

II.  Lebesgue,  élève  du  Lycée  Louis-le-Graad  (classe  de  M.  llumbert.) 
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309.  —  Une  xphère  pleine,  de  20'"^  de  diatnètre,  est  formée  d'une  substance  Iwmogèm  de  densité  2,6  :  elle 
(st  suspendue  par  un  fil  flexible  de  masse  uéç/ligeable. 

La  distance  entre  le  point  de  suspension  et  le  centre  de  la  sphère  est  /'".  La  sphère  est  complètement 
immergée  dans  un  liquide  de  densité  1,3.  On  demande  quelle  sera  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites  de 
ce  pendule,  l'expérience  ayant  lieu  à  Paris,  oii  l'intensité  de  la  /.es-mteur  est  981  (en  prenuit  le  centimètre  et 
la  seconde  comme  unités).  On  rappelle  que  le  rayon  de  giration  d'une  sphère  pleine  homogène  par  rapport 

à  un  axe  qui  passe  par  son  centre  est  égal  à  la  fraction     i  /  -     de  son  rayon. 

(Bourses  de  licence  es  sciences  physiques,  1893.) 

On  sait  que  la  durée  des  oscillalions  iufinimeut  petites  d'un  pendule  composé  est  donnée  par  la 
formule 

/r 

dans  laquelle  I  représente  le  moment  d'inertie  du  pendule,  P  la  force  qui  tend  à  le  faire  tomber, 
et   a  la  dislance  du  centre  de  gravité. à  l'axe  de  suspension. 

Pour  calculer  I,   nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  le  moment  d'inertie  d'un  corps  de  masse  M  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de 
gravité  est  MK*,  K  étant  le  rayon  de  giration,  le  moment  d'inertie  du  môme  corps  par  rapport  à  un 
axe  parallèle  au  précédent  et  distant  du  premier  de   a   est    M(K-  +  a-). 

On  aura  donc  I  =  M(K*  +  a'^) 

K   désignant  le  rayon  de  giration  de  la  sphère  par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre. 

D'autre  part,  la  force   P   est  égale  au  poids  de  la  sphère  diminué  de  la  poussée  exercée  par  le 

liquide. 

M 

Si    M  désigne  la  masse  de  la  sphère,  sa  densité  étant  2,6,  son  volume  sera     x— .    et  la  poussée 

,    ,.      .^  ^,    1,3  M^       ,^ 

du  liquide  sera    Mo  ,— -    ou    — -  •     Donc,  on  a 
i  ^  2,t)  "2 


P^^M,(,-;)=^*; 


et  par  suite 


A      /M(K»  -h  a» 
\  /        Wg 


Or,  a  =  100,  K"  =  ^-100  r^  iO  ; 

5 


/    4004 


on  aura  donc  t  —  -kX,/  ^  — ■  l\i2L 

"o  1 

llonri  L.oisKAU  (lycée  d'OrltSans). 

Oui  rtisolu  la  iiiiiino  iiueslioii  ;  MM.  CohuU'.uk:  1)bi.acoiiiu'.ki.u:,  conduclmii  dos  l'oals  el  Chaussi.'c>,  à  Maichcnoir. 
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336.  —  Lieu  des  scmmels  des  triangles  circonscrits  à  une  ellipse  donnée  et  qui  sont  tels  que 
les  droites  joignant  les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  coïncident  avec  les  hauteurs 
du  triangle. 

337.  —  Lieu  du  centre  d'un  triangle  équilatéral  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  parabole. 

338.  —  On  considère  une  ellipse  et  un  cercle  concentrique  de  rayon  R. 

1"  Déterminer  R  de  manière  qu'un  triangle  isocèle  inscrit  dans  l'ellipse  et  ayant  pour  sommet  un 
des  sommets  du  grand  axe  soit  circonscrit  au  cercle. 

2°  Le  rayon  R  ayant  été  ainsi  déterminé,  ou  prend  sur  l'ellipse  un  poi  nt  quelconque  A,  et  de  ce 
point  on  mène  au  cercle  deux  tangentes  qui  rencontrent  l'ellipse  en  B  et  C.  Démontrer  que  la  droite 
BC  est  tangente  au  cercle  en  un  point  A'. 

3°  On  joint  AA';  démontrer  que  lorsque  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  la  droite  AA'  reste 
normale  à  une  ellipse  fixe.  Trouver  les  grandeurs  des  axes  de  cette  ellipse  et  calculer  les  coordonnées 
du  point  ou   AA'  est  normale  à  cette  ellipse. 

339.  —  En  un  point  P  de  l'intersection  de  deux  quadriques  homofocales,  on  mène  les  normales 
aux  deux  surfaces;  ces  normales  rencontrent  un  môme  plan  principal  en  deux  points  Q  el  Q'.  Quand 
le  point  P  décrit  l'intersection  des  deux  quadriques,  les  points  Q  et  Q*  décrivent  des  coniques  qui 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  focale  située  dans  le  plan  principal  considéré. 

340.  —  Une  courbe  (C)  tracée  sur  une  sphère  de  rayon  1  est  parcourue  par  un  mobile  avec  une 

vitesse  égale  à  l'uDité.  On  considère  celte  courbe  comme  la  directrice  d'un  cône  ayant 
"sic)  ,  . 

son  sommet  au  point  0,   centre  de  la  sphère   S   sur  laquelle  elle  est  tracée:  soient    OM 

\     une  génératrice  de  ce  cône  et  OMj   la  génératrice  correspondante  du  cône  supplémen- 

'     taire,    Mj    désij,'nant  le   point  de   rencontre  de    cette    génératrice    avec   la    sphère    S. 

Conn&issant  la  vitesse   0   du  point  M,,   calculer  le  rayon  do  courbure  de  la  courbe   (C)   au  point  M. 


ERRATUM 
N°  5,  p.  261,  li.'nc  20.  —  Au  lieu  de  "  convergente   >,  lire  ■'  divergente 


Le  RédaclcurGérant  :  H.  VUIBERT. 


r*(ii>.  —  lar'RiMrRK  riuix.  —  tHJs-:i-»4. 
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SUR  LES  NORMALES  AU  PARABOLOÏDE 


Soit  ^  + 'Ijc  =  0 

V      q 

l'équatiou  d'un  puiuboloïde.  La  uonuale  au  poiut  {x,  y,  z)  a  pour  équatious 

X-  X         Y  -  y         Z  -  z 
-  1         ^       y  ^      z 

Exprimons  que  cotte  normale  passe  par  le  point  P(a,  j3,  y),  ce  qui  donne 

CL  —  X  Ç>  —  y  y  —  z 

En  désignant  par  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  obtient  les  formules  suivantes: 

X  =  a.  +  \ 


2/  = 


^+P    )  (1). 

«/Y 


\  +  q 

qui  dcliuissent  une  cubi({ue  passant  par  les  pieds  des  normales  issues  du  poiut   P.    On  déduit  très 
aisément  des  formules  précédentes  l'équation  du  cône  des  normales.  Eu  ciret,  si  l'on  pose 

X  =  a  -h  X,        t/  —  [5  +  Y,        z  =  -(  +  'A, 

on  obtient  X  =  X,        Y  =.  ^^,         Z  =  —^  , 

p  +  X  q  +  l 

ce  qu  ou  peut  écrire  —  =  1,         -l.  —  —  (p  +  X),         -~  =  —  [q  +  \). 

X  1  ià 

En  multipliant  les  deux  membres  de  ces  é({uatious  rcspectiveiuont  par  p  —  q,    I,    —  I    et  ajou- 
tant ensuite,  membre  à  membre,  on  obtient 

X  Y        Z 

li'é([uati()n  demandée  est  doiu',  eu  revenant  aux  axes  primilifs 

(/'  -  <!){!/  -  ^){^  -  y)  ■+-  Pi-  -  y)(-c  -  =^)  -  Yic  -  x^i/  -  3)  ^  0. 

Cela  i)osé,  les  é([na(i()ns  [\)  donneront  les  coordonnées  des  pioils  tles  normales  issues  de  P.   si  X 
ost  racine  de  l'équation 

Pf       .       V-:'      _.,,^x,  =  0.  («) 


(p  +  ).)'      {Il  +  W 
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D'uiilre  [tari,  stiicul    .r,,  //,.  :-,    h-s  coordomuM's  du  \\M('  du  plan  iiicMir  par  1rs  pieds  do  trois  dos 
iioriiuiK'S  issiK's  do  P;  ce  i)laii  a  [tour  c([uatiuu 

^^  H ^-  -  X  -  Xi  =^  0, 

p       <i 

et  par  suite  trois  dos  racines  do  l'étuialion  (^)  vériliout  ré(jLiatiou 


P  +  l        q  -h  l 

Si  l'on  roprésoute  par  vi/  -+■  icz  -+-1=0 

ré(Iualiou  du  plau  mené  par  les  pieds  des  deux  autres  uorniales,  parallèleniont  à  l'axe  du  paraboloïde 
les  deux  autres  racines  do  ré(j[uation  (2)  sont  les  racines  de  l'équation 

"P?  +  ^  +  1  =.  0.  (4) 


p  -h  l       q  -\-  l 
On  en  conclut  aisément  que  l'identilé  suivante  doit  être  vérifiée: 

py      ,      çy 


Y  ^  ^  \p  -h  A       g  4-  X  J  \p  +  A       q  +  A         J        ^  ' 


[p  ■+■  Af        (7  H-  X)'  \p  +  A       q  -h  l.  /  \p  +  l       q 

Si  l'on  décompose  le  produit  qui  figure  dans  le  second  membre  en  éléments  simples,  en  doit  repro- 
duire identiquement  le  premier  membre,  de  sorte  qtie  les  numérateurs  des  fractions  correspondantes 
doivent  être  les  mômes  et  les  parties  entières  doivent  être  ideuti(jues.  En  comparant  les  fractions  ayant 
pour  dénominateur   (p  4-  X)*,    ou    {q  +  ly   on  obtient 

donc  v  =  ^^,  t.  =  ^,  (6) 

et  par  suite  quand  on  connaît  le  pôle  {Xi ,  ?/, ,  «J  du  plan  passant  par  les  pieds  de  trois  des  normales, 
le  plan  qui  passe  par  les  pieds  des  deux  autres  et  qui  est  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde  a  pour 
équation 

^  4-  ^  +  2  =.  0, 

V 
ou 


y  +  yi  _^  z  +  Zj  ^  ^ 


2/1  ^1 

Ej  second  lieu  le  premier  membre  ne  contient  aucune  fraction  de  la  forme     r  ;     donc  si  l*on 

^  p  +  X 

trouve  une  fraction  de  cette  forme  dans  le  second  membre,  son  numérateur  doit  ôlre  nul.  Or  on  obtient 
d'une  part 

i^i  -  PV?{^  -H  a;,  +  X) 


2 


p  +  \ 


ce  qui  donne  2  ^-^ '—^ — - — —  —  'ipvp; 


d'autre  part,  dans  le  produit  2 


p  4-  X 

(p  +  X)(<7  4-X) 


le  coetlin.-nt  de est  2  Ci-l^_:iî L — V  . 

p  +  \  q - p 

Il  en  résulte  (juc  l'on  doit  poser 
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ou,  en  supprimant   p  et  remplaçaut   v   et  w   par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (ti), 

ou  enfin  pz^x  -  ï   ^  %pi  -  p^iix^  -  p).  (0 

9  ~  P 
Ou  aurait  pareillement 

çy,,  4  ?^±^  p  ^  22?y,  -  gi/.(a^,  -  7).  (8) 

7  -  ;) 

Enfin,  remarquons  que  la  partie  entière  du  second  membre  de  l'identité  (oj  est  égale  à 

—  ^pv{i  —  tqw-(  —  â(a  -f-  x^  +  X); 

en  égalant  cette  expression  à     —  2(a  +  X)     ou  a  donc 

pv'^  +  qivy  -H  jj  r=  0, 

ou  enfin  ppz^  +  ^'yî/i  =  —  2a;,^,^i.  (0) 

Le  déterminant  du  système  formé  par  les  équations  (7),  (8),  (9)  qui  sont  du  premit-r  degré  en  a,p,  y 
est  nul;  ces  é([uations  ne  sont  donc  compatibles  quasi  les  délerminanls  caractéristiques  sont  nuls;  ce 
(|ui  donne  une  condition  de  possibilité  que  l'on  obtient  immédiatement  en  ajoutant  membre  à  membre 

■2  _2 

après  multiplication  par  qy^,    —  pz^,  — ^^  Ou  obtient  ainsi  l'équation 

'2xi{qyl  +  pzf)  +  (p  -  q){2qyi  -  ^Ipz])  +  pq{p  -  qf  =  0. 
Ou  obtient  donc  ce  théorème,  dû  à  M.  Desboves  : 

Si  d'un  point  l'on  mène  la  cinq  normales  à  un  paraboloide  et  qu'on  fasse  ptaser  des  plans  par  les  picdji 
des  normales,  prises  trois  à  trois,  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  ces  plan;  est  la  surface  du  troisième  ordre 
représentée  par  l'équation 

x{qy^  4-  pz')  -i-ip  -  q){qy'  -  pz'^)  +  -  pq{p  -  qY  =  0.  (10) 

Cette  é([uation  a  été  obtenue  par  un  autre  procédé,  par  Desboves.  Il  est  [)Ius  simple  cU'  la  iléiluire 
de  l'équation  analogue  relative  à  l'ellipsoïde  en  posant  x  =^  —  a  +  x',    n.  =  —  a  -h  x' ,     —  =  p,     —  =  q, 

et  taisant  ensuite  grandir  indéfiniment  a.  Il  nous  a  semblé  intéressant  diudiijuer  une  méthoilo  de  tous 
points  analogue  à  colle  ([ue  Ton  suit  dans  le  cas  de  relli[)soïde. 

Lors(j[ue  a;[  .  y,  ,  :;,  vérifient  ré([uation  de  la  surface  normopolaire  (10),  les  é([ua(ious  (7).  i8),  (9) 
se  ukluisent  à  deux  et  définissent  une  ilroite  qu'on  appelle  lasynnormale  du  plan  polaire  du  i)oint  ^.r,. 

y,  -i)- 

On  peut  ilonc  énoncer  cette  seconde  proposition  due  également  à  Desboves. 

La  condition  nécessaire  et  su/jis((nle  pour  que  trois  normales  ayant  leurs  pieds  sur  une  section  plane  d'un 
paraboloïde  puissent  se  couper  en  un  même  point  est  que  le  pôle  du  plan  sccant  se  trouce  sur  la  surface  normo- 
polaire. 

Mors  les  normales  se  coupent  t/vi.s  à  Irois  en  nombre  infini,  cl  le  lien  de  leurs  points  de  concours  est  une 
droite  représentée  par  deux  des  équations  [7),  (S),.  {!))  danslesquiHes  x.  i,  •;  sont  remplacés  par  des  coordonnées 
courantes. 

Cette  ilroito  se  nomme  la  sunnormulc  du  nhui  secaiil. 

^  ^  B.  N. 


-♦- 
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292.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  vcclangulaires  Ox  et  Oy  et  l'ensemble  de  deux  droites 
a{\  —  1)1-  ■+■  (X  —  a)"'  =  0. 

/"  Former  l'équation  générale  des  eoniques  A  qui  admettent  ces  deux  droites  pour  diamètres  conjugués  et 
qui  de  plus  sont  tangentes  à  l'axe  des   x. 

Démontrer  que  par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  faire  passer  deux  de  ces  conique-;. 

2^  On  considère  les  deux  coniques  A  qui  passent  par  un  point  (0,  q)  de  l'axe  des  y,  et  on  demande  le 
lieu  du  point  de  coieours  des  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origine  à  ces  deux  coniques,  quand  on 
l'ait  varier   (j.    Ce  lieu  est  une  parabole  qui,  si  l'on  fait  varier   X,    a  deux  points  fixes  et  un  diamètre  fixe. 

.'i°  Laissant  a  fixe,  on  fait  mouvoir  le  point  (a,  b)  sur  la  parabole  qui  a  pour  équation  a  =  l)l)^  et 
l'on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  parabole  P  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  est  conjugué  à  la 

direction  ayant    rr-   pour  coefficient  angulaire. 

l''  Soit  k{x  -  «.)»  +  2B(a;  -  a){ij  -  b)  +  C{y  -  by  +  F  =  0 

ré([uatioa  des  coui([ues  qui  admettent  pour  centre  le  point   a,  b.    Les  coefficients  angulaires  des  deux 
droites  données  sont  les  racines  de  l'équation 

Xa»  +  1  z^  0, 

,  ,    .        ,  4 

d  ou  1  on  tire  [j.  +  >/  =  0,  [xy/  =:  -  • 

A 

Ils  doivent  vérifier  l'équation 

A  +  B(a  +  jx')  +  C.ay.'  =   0; 

par  suite,  on  a  A  4-  —  =  0, 

A 

d'où  C  =  —  XA. 

L'é([ualion  des  coni(|ues   A    est  donc  de  la  forme 

A{x  -  ay  +  2B(a;  -  a){ij  -  b)  -  >,A(//  -  br-  +  V  =  0. 
Exprimons  maintenant  que  l'axe  des  x  rencontre  la  courbe  en  deux  points  contondus,  c'est-à-dire 

que  l'équation 

A(a;  -  ay  -  2B6(a;  -  a)  -  Xkb'  +  F  =  0 

a  ses  deux  racines  égales;  il  vient 

B*6*  +  A(XA6»  -  F)  =  0, 

„       ,    XA»  +  B* 

d'où  F  =  b' 

A 

L'éfiuation  cherchée  est  donc 

> -V*  +  B* 
A{x  -  ay  -4-  2l3(x  -  a)(ij  -  b)  -  /A(//  -  by  h b'  =  0 

,.   .  B 

ou,  en  divisiint  par   A  et  posant  —  =  m, 

{x  —  ay  4-  2m(x  —  «)(.y  —  b)  —  /.{g  —  by  4-  (À  +  m')b'^  =  0 
ou  encore  a;*  -h  "imxij  —  mj-  —  2(a  ■+■  bm)x  —  2(r///i  —  bX)g  -+-  {a  4-  bniy-  —  0.  (A) 

Cette  é<|uation  déj)eQd  du  paramètre  m,  qui  y  figure  au  second  degré.  Donc,  [tar  un  j)oiut  ({uel- 
conque  du  plan  i)assent  deux  couicjucs  répondant  à  la  ([ueslion. 

2°  Les  Vcjl"-ur.s  du  paranii-tre  m  pour  lesquelles  la  (•i)iii(pie  A  passe  par  un  point  (^0,  q)  de  l'axis 
des   g   sont  données  par  l'équation 

—  Iq"^  —  2{am  —  bl)q  4-  (a  4-  bmy  =  0, 
c'est-à-dire  ^'//t'  —  'iayq  —  bpn  4-  a*  4-  'ib-  —  \{q  —  by  —  0. 


ÉCOLE    CENTRALE  309 


Soient  m'   et   vi"   ces  deux  valeurs;  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origine  aux 
coniques  correspondantes  ont  pour  équations 

(«  +  bm')x  ■+■  (am'  —  b\)y  —  (a  +  bm'f  =  0, 
(a  -t-  bm")x  -f-  (am"  -  bl)y  —  (a  +  6w"  i*  =  0. 
Leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 

(lia-"  -+■  26*X)  +  b^im'  +■  m")  -  abhn'm" 


X  = 


y  -- 

=  b 

ta{q  - 

b) 

6^ 

alq^ 

a""  +  b''\ 
rt*  +  ab{m'  4-  m")  -f-  b'^m'm" 


Or  m'  -!-  m'  =  r- >  ni  m 


a^  4-  ô^X 


2'r;2  4-  6^/)7  -  Ibq' 


Par  suite  x  =  — --•>  y  —  ,        .,, 

a«  -+-  6^X  ^  a»  -H  6»X 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  de  ee  point  en  éliminant  q   entre  ces  deux  équations;  on  trouve 

ainsi 

X(oî/  +  bxy  -  Aa{a''  +  b^Vjx  ^  0.  (P) 

Le  lieu  est  une  parabole  passant  par  l'origine  et  tangente  en  ce  point  à  l'axe  des  y.    Le  diamètre 

qui  aboutit  au  point  de  contact 

mj  +  bx  =  0 

est  fixe.  Quel  que  soit  X,   cette  parabole  passe  par  deux  points  fixes  (confondus  en  un  seul),  situés  sur 
Oy  et  a  un  diamètre  fixe. 

On  peut  obtenir  le  li(Mi  plus  simplement  en  remarquant  que  les  équations 
{a  -+■  bm')x  4-  {am!  —  bX)y  —  {a  -h  bm'Y  =  0, 
{a  +  bm")x  -+-  (am"  -  bl)y  -  (a  -\-  bm"y  =  0 
expriment  que  les  d(!ux  équations 

(a  +  bm)x  +  {am  —  6X)//  —  {a  ■+■  bm)*  —  0, 
b^m''  -  2a((/  -  b)m  +  a'  4-  X6»  -  Mq  —  bY'  ==  0 
ont  mêmes  racines  en   m;   ou  écrira  (juc  les  coolTicicnts  sont  pro[)()rti()nntds:  on  aura  deux  conditions 
entre  lesquelles  on  éliminera    q. 

3°  Le  diamètre  conjugué  des  cordes  de  coefficient  angulaire   —  a  pour  équation 

ay  +  bx  -  "lab  =  0.  (I) 

Cherchons  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  co  diamètre  avec  la  i)aral)olc  iP)   iorsiju'on  suppose 

a  =  pb^.  \-2) 

On  tire  de  l'équation  de   (P),  en  tenant  compte  de  (1)  et  de  (2), 

_      ab'^X      _      al 
~  a»  4-  6»X  ~  ap  -+■  X  ' 

Xx 

d'oîi  a  =   • 

X  —  p.r 

Portant  dans  l'équation  (l),  on  eu  tire 

b=      ^y       =       '^ 

"îa  —  X       X  -H  p.T 

Remplaçons  maintenant  a   et  i   par  Ituirs  valeurs  dans  l'équation  (2);  nous  obtenons  loquation 

(lu  lieu  : 

x(\  4-  pxY 

\p{\  —  px) 


MIO 


ALGÈBRE 


A' 


0 


(i) 


y 


Pour  PtMisliuiro  roll«>  coiiiln»,  on  jioiit  supposc^r  />   positif.  c\\v  l'cMjiuitioii  ne  pluniiic  i)as  quand  on 
y  reniplcic'   p  par  -  /),    x  inir  -  x.    Donc,  dans  1(>  cas  do   p  <  0,    il  sumt. 
de  clianiivr  la  direclion   positive  do  l'axe  dos   a;   ]>our  (Mro  ranicMié  au  cas 

do  p  >  0.  11  y  a  lien 
do  distinguer  suivant 
que  X  est  >  0  ou  <  0. 
1°  X  >  0  (les  deux 
droites  données  sont 
imaiiinairos), —  Posons  X' 
X  =  ph\  leiuatiou  de- 
vient 

x{x  +  hY 

y  ^^ • 

pli.h  —  çc) 

X    ne    peut    varier 
qued<;  0  à  h.  La  courl)e 

présente  la  disposition  (1).  Elle  admet  pour  tan- 
gente à  l'origine  l'axe  des  y  et  pour  asymptote 
la  droite  x  —  h.  Son  équation  est  véritiée  pour 
ij  =  0,  X  =—  h.  Le  point  correspondant  A'  est 
un  point  isolé. 

2°  X  <  0    (les    deux    droites   données   sont 
réelles).  —  Posons   X  —  —  ph;  l'équation  devient 

x(x  —  hf 
^        ph{x  +  h) 

X  peut  prendre  toutes  les  valeurs  depuis 
—  oc  jusqu'à  —  h,  et  depuis  0  jusqu'à  4- oo.  La 
courbe  présente  la  disposition  (2).  Elle  admet  i)0ur  tangente  à  l'origine  l'axe  des  y,  pour  asymptotes 
la  droite  x  =  —  h  et  deux  autres  droites  symétriques  l'une  de  l'autn?  par  rapport  à  Ox.  Le  point 
A{j/  =  0,   X  =  h)   est  un  point  double. 

M.  Ed.  Galtier,  lycée  de  Bordeaux,  a  résolu  celle  même  question. 
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310.  —  On  considère  un  poltjnome  entier  de  degré  n,   à  coefjîcients  quelconques, 
f(x)  i^  aoX"  +  a,x"-'  -h  a,x"-"-  +  . .  .  +  a„_,x  +  a", 
et  Ton  désigne  par   a,  b,  c,...l  ses   n   racines. 
/"  Former  les  fonctions  de   x 


X  —  a       X  —  b 
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h"-' 


IM-I 


et  les  mettre  sous  les  formes 


X  —  a       X— b  "'       X—  l 

»o(x)         <p,(x)  ?,.-i(x) 


f(x)  f(x)  f(X) 

2" Montrer  que  le  délerminrinl  des  n*  coe/Jicie/its  des  polynômes  Ço,  ©i  . .  .  ,  On-t  c</  le  discriminant  de  f(x). 


Désignons  par 


U„ 


o!oX"~'  -+■  a,a;"--  +  ,  .  .  +  a„_i 


les  n  quantités 
on  aura  alors 


f(x)        t\x)        m 

X  —  a  X  —  0  X  —  l 

?0   =^    Ua    +    Ub  +    ..  .    +    Uj, 

(Çj  =  aVa  +  6U(,  4-  ...  +  /Uj , 


(p„_,  =  a"-'Ua  4-  6"-'Ub  4-  . . .  +  /"-'U(, 
pour  déterminer  les  fonctions   9,    les  fonctions    U   étant  déterminées,  par  de  simples  divisions. 

Désignons  maintenant  par  A  le  déterminant  des  coefficients  des  fonctions  (p  ordonnées  par  rapport 
à   X  ;    par 


1)  = 


1 

1 

rt 

b 

a'' 

b^ 

a"-'^        6"-'         . . .        /"-' 
le  discriminant  de  la  fonction  f  et  par  0  h;  déterminant  des  coefficients  de   x   dans  les  fonctions  U. 
Il  est  facile  de  voir  que  C(^s  quantités  sont  reliées  entre  elles  par  la  relation 

A  =  Do. 
En  effet,  le  coefficient  de   x'^   dans  la  fonction   cp,   est 

C,  =  n'^k  +  b%  +  c'yk  +  . . .  +  /'Yk . 
Ce  résultat  pouvait  être  prévu. 

En  (îfTot,  lorsque  f(x)  a  une  racine  double  x  =  a,  tontes  les  fonctions  U  admettent  ctMte  solution, 
il  on  est  de  même  des  fonctions  œ.  Si  donc  on  considères  dans  ces  fonctions  toutes  les  puissances  dif 
fcrenles  de  x  comme  autant  d'inconnuess  dislinctes,  on  a  un  sysIèuK»  de  n  é(iuations  linéaires  à  «  —  l 
inconnu(^s  x,  x^,  ...  .ï"~',  admettant  un  système  de  solutions  communes,  a,  a'\  . . .  '/"^'.  Le  détermi- 
nant A    est  donc  nul  (mi  môme  temps  que  le  déterminant   D,    et  la  réciproque  a  lieu. 

Ce  raisonnement  fait  prévoir  que   le  déterminant   5   des  coefficients  de   x   dans  les  fondions    U 
est  lui  aussi  divisible  pai'   I)    et  par  suite    A    par    D^. 
Calculoiis  le  délermiuant   8.    On  a 

U„  =  a^x"-^  +  {o^a  +  a,)a;"--  +  (r7„a»  +  a^a  +  aj.i"-^  -f-  . . . 


et 


"0 

nf,n  + 

"1 

"'o 

a, h  + 

"i 

a„ 

a„r  -+- 

«1 

Ooir  4-  fl,a  4-  a, 
aj)^  +  a,/>  -4-  (/, 
a,,c*  -h  a.c  4-  a. 


<ij    I-  ". 


nj* 


",/ 


31-2  GEOMKTHIE    ANALYTIQUE 


En  retranchant  la  dcuxiiMnc  oolonno  de  la  preinière,  on  voit  (|ne  ce  (l(H(Miuinant  est  divisible  par 
il'  binôme  {a  —  6),  il  est  donc  divisible  par  le  produit 

P  ^  (a  -  b){a  -  r)  (a  -</).. .  {a  -  l) 

{b-r){b-<l)  ...  (b-l) 

{r  -  d)  ...  (0  -  /) 


»nri— 1> 

(jne  Ton  sait  «Hre  éjial  à     (  —  1)       2      ]). 
l'n  des  termes  du  déterminant   5   est 

«0»  6c--t/»  . . .  /"-•  ; 

le  terme  correspondant  du  produit  P  est 


(A-0 


(  -  1)      ii     bc^d'  . . .  l"-K 

n(n—i  ) 

On  a  donc  Z  -^  {- \)  ~^^  a^"  P  =  rt„"D 


E.   CONTEJEAN. 
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306.  —  Par  le  foyer   F  d'une  parabole  on  mène  une  corde  quelconque  AB.   Montrer  que  : 

/"  I^s  cercles  de  diamètre  AB   sont  tangents  à  la  directrice  ; 

2"  Les  cercles  de  diamètres  AF  et  BF  sont  tangents  à  la  tangente  au  sommet; 

3°  La  seconde  corde  d'intersection  du  cercle  Ali  et  de  la  parabole  passe  par  un  point  fixe  ; 

4°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  cordes  est  une  droite. 

1°    Rapportons  la  parabole  à  son  axe  et  à  la  perpendiculaire  passant  par  son  foyer;  son  équation 
est 

7y«   —   2pX    —   p*    r=    0. 

Désignons  par  y  —  mx  =  0 

l'équation  de  la  corde   AB  ;    l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  poinis  A   et   B   sera 

y*  —  2/>x  —  jo*  4-  (y  —  mx)  (ux  ■+-  vy  -+■  w)  =  0. 
Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  il  faut  qu'on  ait 

—  mu  =  {  -h  V, 

u  —  mv  =  0. 
I  m 

On  en  tire  v  = r»  u  =  — 


w»  -h  1  1   +  m* 

et  l'équation  du  cercle  s'écrit,  en  posant  iv'  =  —  w(m'  -i-  1), 

(m*  +  Ijfv/*  —  Spo;  —  />*)  -+-  (mx  —  y){mx  -\-  tj  ■+-  w)  =  0 
ou  m»(x*  -H  //*)  —  x[^p{m^  -^  ^)  —  ^'*"^']  —  '^'/y  —  P*(W  -f-  1)  =  0. 

Ecrivons  que  son  centre  est  sur  la  droite   AB  ;    on  a 

w'  =  2pm, 
et  l'on  voit  que  l'équation  tlu  cercle  qui  a  pour  diamètre   AB   est 

m»(x»  4-  2/*)  -  ^P'x  ■+■  my)  -  \t''{nx'  +  1)  ^  0. 
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Coupons  ce  cercle  par  la  directrice  qui  a  pour  équatiou 

X  -h  p  —  0; 
on  obtient  {mij  —  pY  =  0, 

ce  qui  démontre  que  le  cercle  est  tangent  à  la  directrice. 

2°  Si  l'on  désigne  par  x'   et  //'  les  coordonnées  du  point  A,    on  aura 

y'^  —  ^px'  —  p2  =  0; 
et  l'équation  du  cercle  décrit  sur   FA   comme  diamètre  sera 

x^  +  1/^  —  xx'  —  yy'  —  0. 

P 
Remplaçons  x  par     —  -  ,     abscisse  de  la  langente  au  sommet,  on  a 

ï'  -  TO'  +  y  +  ^  =  0 

(*-f)'=0, 

ce  qui  montre  que  la  tangente  au  sommet  est  langente  à  ce  cercle. 

3"  La  deuxième  corde  d'intersection  du  cercle   AB   et  de  la  parabole  a  pour  équation 

mx  4-  y  -f-  °lpm  =  0  ; 
elle  passe  par  le  point  x  =  —  'ip,  y  =  0,   c'est-à-dire  par  le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la 
directrice. 

4"  On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant   m  entre  les  équations 

y  —  mx  =  0, 
mx  -h  y  +  '2pm  —  0, 
ce  qui  donne  y{x  +  p)  =  0. 

Pour  y  =  0,  les  deux  équations  précédentes  donnent  la  solution  commune  m  —0;  les  doux 
cordes  communes  sont  confondues  avec  Ox. 

Le  lieu  est  doi.c  la  droite  x  +  p  =  0, 

c'est-à-dire  la  directrice.  Ch.  Buaii.lion,  lycée  Louis-le-Grand. 

Solution  géomktrique.  —  Le  point  M,  pôle  de  AB,  est  sur  la  direclrice,  la  droite  MF  est  perpen- 
diculaire à   AB  et  la  i)arallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  M   passe  par  le  milieu    0  de   AB,    Donc  le 

cercle  de  diamètre  AB  est  tangent  à  la  directrice  au  point    M. 

La  projection  G  de  F  sur  la  tangente  en  A  est  sur  la  tangente  au 
sommet;  le  point  C  étant  le  milieu  de  AD,  la  parallèle  à  l'axe  menée  par 
C  passe  par  le  milieu  0'  de  AF;  donc  le  cercle  de  diamètre  AF  est 
langent  en   C   à  la  tangente  au  sommet. 

Le  point  E,  intersection  de  AB  et  de  la  directrice,  a  môme  polaire 
par  rapport  à  la  parabole  et  au  cercle  AB,  c'est  la  droite  MF;  ce  point  E 
est  donc  le  point  de  rencontre  des  deux  cordes  communes  aux  deux 
couiques;  le  lieu  de  co  point  est  la  directrice. 

La  deuxième  corde  commune  passe  par  le  point   E   et  fait  avec  Taxe 
de  la  parabole  le  même  angle  que  AB,  mais  en  sens  inverse;  cette  droile 
passe  donc  par  le  point  F',  symétrique  de  F   par  rapport  à  la  directrice. 

Fôlix  Di  ri  i.ii,  lycce  de  Toulouse. 

Onl  r«5solii  la  mi^me  i|iu>slion:  MM.  Ascoi.i.  lya^e  C.onilorcol ;  A.  Ainoiix;  I,  Ba-^sal.  lyoV  do  Toulouse;  André  IIlivh.  Ivct^e  Cond.>rc«'l; 
A.  V.  CAiiur>;  Atuln^  Cazamian,  ù  Pau;  T.  C.iioli.kt,  lyo^e  de  l'oiliers;  Coiihikiik  :  iiiust'pn>  Koti.  i  Milan;  !..  i;mi  x.  Ucoodo  .NaiiiM;  M.  Laoati  , 
lyc(5e  lie  MonlpL-llier;  II.  I.AJiiii.iir,  lyci'e  d'Aller;  HentJ  LKCorviiFuu,  à  Hoauno;  l.i -nai  d,  lyci'o  ïrainl-l.ouis  ;  Cli.  Matmiki  ,  lyfOo  de  lK>uai; 
M.  Mkïniku,  Louis-li'Craiid  ;  (i.-A.  l'oi'ii.i  iaht  ;  (îiuHano  Scouia,  lycéo  des  Koolo.s  Pies,  à  Florenoe  ;  Viclor  Serrk<,  Ivcée  de  Toulou>e  ;  Thi;«b:«ot; 
H.  Vahuiai  lt. 


au 
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307.  —  Ktant  donn<k>s  quatre  droilcs  dans  l'espace,  les  couper  par  vu  plan,  de  façon  que  les  quatre  pointa 

d  inlersfition  soient  les  .-onnnetf  d'un  losange. 

(Ecole  Polytechnique,  examens  oraux.) 

Soient Y/»^.  /),  A,  B.  C  D  los  (pialro  droiltis  (loiuiôos;  doux  sognionls  opposés  d\\  losniiî^c  abcd 
étiint  sur   A  ol  Cl    i)ar  cxciuplc.  Si  l'on  luî-nc  par   A   un  plan  parallMc  à    (!   ot  par   C   un  i)lan  parallèle 

à    A.   le  rentre   o   se  Irouvi^  dans  un   i)laii  ('M|iiidis(ant  de  ers  deux  ])lans. 
Avec  B  et  1)   on  aura  un  plan  analoi;u(>  ([ui  coui)era  le  premier  suivant,  une 
C  droite   0.    lieu  (l(>s  centres  des  parallélogrammes  ayant  leurs  sommets  sur 
les  quatre  droites  données. 

La  diagonale  ac  rencontre  les  droites  A,  0,  G  parallèles  à  un  môme 
plan,  et  o  la  partage  en  deux  parties  égales:  ac  décrit  un  paraholoïde  hyper- 
bolique. Pareillement  la  diagonale  bd  décrit  un  paraholoïde  hyperho- 
lique.  Soit  a,6iCirf,  un  second  parallélogramme  ayant  ses  sommets  sur  les 

droites  A,  B,  C,  D.  Les  rapports  — ~  et — -'   sont   déterminés;  donc  le  rap- 

OOi  OOi 

C  port  y-r'   ost  aussi  déterminé  et  par  conséquent  ah   décrit  un  parabploïde 

f'(i-  '  P„i  (M  de  même  ad  décrit  un  paraholoïde  P^j.   Le   problème  sera   résolu 

si  l'ou  peut  trouver  un  i>oinl  a  tid  que  les  jiaraholoïdes  F,yi,  P^i  aient  deux  génératrices  rectilignes 
ab.  ad  vérifiant  la  condition   ab  —  ad. 

Le  problème  à  résoudre  estcelui-ci,  étant  donnés  deux  paraboloïdtis  :  P,^j  engendré  par  une  droite 
ab  parallèle  à  un  plan  connu  II  et  s'appuyant  sur  deux  droites  A,  B,  et  Pa-^  engendré  par  une 
droite  ad  parallèle  à  un  plan  connu  n'  et  s'appuyant  sur  les  droites  A,  G,  trouver  sur  A  un  point  a 
tel  qu'en  menant  par  ce  point  les  deux  génératrices  rectilignes  appartenant  aux  deux  paraboloïdes  on 
ait  qb  =  ad. 

Par  un  point  quelconque  /  de  la  droite  commune  A  menons  des  plans  II,,  ni  paralèlles  à  II 
et  IT.  Soient  ,a  la  trace  de  la  droite  B  sur  le  plan  Hj,  et  v  la  trace  de  D  sur  Ilî;  (i-iJ-,  l'intersection 
du  plan  Ui  et  tlu  plan  mené  par  B  parallèlement  à  A  et  w,  celle  du  plan  U'i  et  du  plan  mené  par 
1)  parallèlement  à  A.  Achevons  les  parallélogrammes  tabby,  tadd^;  6,  est  sur  [jl[Xj  et  d^  sur  w,; 
on  a    tb^  =  tdi. 

Soient  h.  k  les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées  de  t  sur  [Xf*,  et  sur  w,,  et  posons 
u.h  =  d,  vA-  —  d',   et  enfin  soient  x  et  y   les  distances   hbi   et  kdi. 


On  a 


ou 


-^  =  constante  =  /, 
va, 

X  —  d  _ 
1^  ^^  ''  1 


y  -d' 
d'autre  part  x""  —  y^  =  k''  —  h"". 

On  est  ainsi  ramené  à  trouver  les  points  communs  à  une  droite  et 
à  une  hyperbole. 

La  soluti(jn  suivante  semble  préférable.  Nous  avons  remarqué  que 

le  rapport  -y-  est  déterminé;    nous   avons  donc  à  résoudre   ce  pro- 
va, 

blême  :  I)(Mix  droites    ua,,    w,    sont  données  dans  deux  jjlans    II,,  n^, 

les  points   a  et  v   sont  connus;  jjorter  sur  ces  droites  deux  longueurs  jx&,,  vrf,,  dont  le  rajjport  est 

connu  et  telles  que   /6,  =  td^   Ces  conditions  sont  évidemment  indépendantes  des  positions  relatives 

des  deux  triangles   /a6,  et  /Wi;   d'fipj-ùs  cela,  traçons  ilans  un  i)Ian  quidconque  une  droite  sur  laquelle 

nous  prendrons   TII  =  th,    TK  —  tk   et  sur    H.M    ix-rpendifulaire  à    III\,    prenons    HM  ^ /la   et  de 
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même  sur  KN  perpeiuliculairo,  à  HK  prônons,  dans  un  sens  convenable,  KN  =  Av;  si  l'ou  suppose 
MBj  =  [j.6j  et  jS'D,  —  voij  la  droite  B,Di  renconlre  MN  en  un  point  déterminé  R  (fig.  2).  Si  S 
est  le  milieu  de  BiD^  l'angle  RST  est  droit;  donc  S  est  à  l'intersection  du  cercle  décrit  sur  RT  comme 
diamètre  et  de  la  droite  équidistante  de  MB,  et  NI),  ;  on  obtient  ainsi  deux  points  S,  S'.  Connaissant 
l(^s  longueurs   MBj,  NI),,    il  n'y  a  })lus  f[u'à  les  porter  sur  l 'S  droites   iv.y.,,  Wj. 

(Pi-.ij.F.THEAr,  lycée  Saint-Louis.) 


308.  —  On  considère  la  courbe  (G)  définie,  quand  t  varie  de  —  ao  à  +:>o  ,  par  le  point  dont  les  coor- 
données reclangulaires  x,  y,  z    sont  données  far  les  formules 

x  =  ^t,  y  =  3t\  z  =  ll\ 

T.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  égales  auc  cosinus 
des  angles  que  font  avec  les  axes  de  coordonnées  : 

i^  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe; 

2°  La  normale  principale; 

5"  La  perpendiculaire  au  plan  osculateur; 

11.  Montrer  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  la  tangente  et  la  perpendiculaire  au  plan 
osculateur  en  un  point  de  la  courbe  a  une  direction  fixe,  et  que  par  conséquent  la  courbe  (C)  peut  être  regardée 
comme  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  manière  à  couper  sous  un  angle  de  45°  toutes  les  génératrices  de 
ce  cylindre.  Former  V équation  de  la  section  droite  de  ce  cylindre,  rapportée  à  deux  axes  situés  dans  son  plan, 
et  la  construire. 

JH.  Par  un  point  donné  sur  la  courbe  (C),  combien  peut  on  mener  de  plans  qui  passent  par  une  tangente 
à  celte  courbe  et  qui  soient  perpendiculaires  au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de  cette  tangente? 

(Bourses  de  licence.  —  1893.) 

T.  Les  cosinus  directeurs  de  la  tanaente  en  un  point  de  la  courbe  sont 


dx  dy  dz 

On  a  dx  —  odt,  dy  =  6ldt,  dz   —  Ql^dt; 


on  en  déduit  ds  =  yj dx^  +  dy""  -\-  dz'  —  3(i  +  i.l^)dt, 

1  „  2/  2f« 

d  ou  a  = ,  B  = -— - ,  Y  = 


1+2/*  "^      1  +  2/*  '       1  +  tl* 

1"  Telles  sont  les  coordonnées  d'un  point  (luelconiiue  du  proiuier  lieu. 
On  en  déduit  a-  +  f.«  +  y'^  —  U 

a  +    Y  :--  1  ; 

le  lieu  est  donc  un  cercle,  intersection  ilo  la  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  l'unité 

avec  le  plan  qui  a  pour  équation 

X  -\-  z-  —  l . 

Nous  avons  supposé  plus  haut        ^  0,   ce  qui  revient  à  prendre  pour  direction  de  la  tangente  le 

sens  des  arcs  croissants  en  mftme  temps  que  7  ;    si  l'on  prend  l'autre  direction,  le  lieu  est  le  cercle 

symétrique  du  précédent  par  rapport  à  l'originQ. 

d*x      d^i/      c/*3 
2°  Les  cosinus  directeurs  de  la  nornuile  i)rincipale  sont  proportionnels  à  -r- i    — ^»     -r^;       et    C"s 

ds*      (/.s*      rf.v' 

([uantités  sont  elles-mêmes  proportionnellos  aux  dérivées  par  rap[)orl  à   /    de   a,  6,  y. 
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Si  \\m  (lésip^iio  par  a.,  8,,  y,    les  cosinus  clircctours  de  la  normale  principale,  on  aura 

°^  -  h  =  11, 
dx       d^       dy 

lu     'ift     Vt 

c'est-à-dire  -^  =  -il—  ^  Il  ; 

on  en  déiluit  a,  -+-  y,  =  0, 

4  +  fil  +  y'i  =  1  ; 
le  lieu  est  ud  p^raud  cercle  de  la  sphère  précédente. 

3°  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  osculateur,    «j ,  p.^,  y^   vérifient  la  relation 

^ _  P% _  Yî 

dy   d^z       dz  d^y       dz  d*x       dx  d^z       dx  d^y       dy    d^x 
It  di^  ~  lu  ~dt^      di   1Û^~  dt  Hr-       Ift  ld^~  ^t  IF 


(1) 


qu'on  peut  écrire,  en  calculant  les  dérivées  qui  figurent  au  dénotriinateur, 

Oj  _     p^    ^  L«  ^  ^       ^ 
2/*       -tt       1        ~  if"  +  i' 

Le  lieu  se  compose  donc  des  deux  cercles 

al  +  pi  +  yl  =  \, 

a,  -+-  ya  ^   ±  1 . 

On  trouve  le  môme  lieu  que  dans  la  première  partie. 

IL  Celte  dernière  remarque  inoutre  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  la  tangente 
et  la  perpendiculaireauplanosculateurest  parallèle  à  laperpendiculaire  menée  de  l'origine  sur  les  plans 

a?  -4-  ^  =  ±  1. 

Cette  droite  a  pour  équation  x  =  z,      y  —  0.  (2) 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  très  aisément,  en  remarquant  que  les  cosinus  directeurs  des  bissec- 
trices de  ces  deux  directions  sont  proportionnels  aux  nombres 

a   +   £2,.  p  +    £|5,,  y   -h   £yj.  (£   r=  ±   1). 

Si  l'on  prend  pour  e  le  même  signe  que  dans  le  dernier  membre  des  égalités  (ij,  les  quantités 
deviennent  respectivement  égales  à   1,  0,  1. 

Si  l'on  considère  le  cylindre  qui  a  pour  directrice  la  courbe  (C),  et  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèlesà  la  droite('2),  les  tangentes  à  la  courbe  (C)  font  un  angle  constant  avec  les  génératrices;  cette  courbe 
est  donc  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre. 

Les  équations  d'une  génératrice  de  ce  cylindre  sont 

X  -  St  =  z  -  '2.l\ 
y  -  3/»  =  0; 
en  éliminant   /   entre  ces  doux  équations,  on  aura  l'équation  du  cylindre.  On  trouve 

27 (a-  -  zy  -  yi'Iy  -  9;^  =  0. 
Cherchons  l'équation  de  la  section  droite  de  ce  cy lin  Ire  située  dans  le  pl.iti 

X  +  z  ^  0. 
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En  prenant  comme  axe  des  x'  l'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  des  zx,  ou  aura  l'équation  de 

x' 
la  section  rapportée  aux  axes   0^  et  Ox    en  remplaçant  dans  l'équation  du  cylindre  x  par   — =    et  z 

X 

par   —  -p»    ce  qui  donne 
v/2 

54x-'*  -  2/ ("2?/  -  9f  =  0. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  troisième  degré,  symétrique  par  rapport  à  Oy,   tangente 

à  l'origine   à    Ox',    admettant   un  point   double   sur    Oy,     d'ordonnée 

9 

-    et  ayant    des  branches    paraboliques  parallèles  à   Ox'. 

III.  La  tangente  en  un  point  a  pour  équations 

x  -  St  _  y_-  3r^  _  -  -  2/\ 
ï        ~       Jt       ~       'iL^     ' 

un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente  a  pour  équalion 

1/  -  ^ix  -h  3/^  -^  l(z  -  ^i^x  -f-  4l')  =  0. 

Ecrivons  que  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur  relatif  au  point  de  contact  de  la 
tangente;  on  obtient 

et  l'équation  du  plan  s'écrit  —itx+{l—'2t^)u  +  '^2lz  +  ^i^  +  St^—0.  (3) 

On  voit  ainsi  que  par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  mener  quatre  de  ces  plans;  mais 
si  le  point  est  donné  sur  la  courbe,  parmi  ces  quatre  plans  se  trouvera  le  plan  relatif  à  ce  point,  et  ou 
peut  voir  que  ce  plan  compte  pour  deux. 

En  eflet,  écrivons  que  l'équation  (3)  est  vérifiée  par  les  coordonnées  30,  30»,  40^  d'un  point  de  la 
courbe;  on  a 

2/*  +  3/^(1  -  20*)  +  2/(40»  -  30)  +  30»  -^  0, 

qu'on  peut  écrire  (/  —  0)*(2/-  +  40/  +  3j  —  0. 

Par  conséquent,  par  un  point  donné  sur  la  courbe  (C),  on  peut  mener  deux  plans  qui  passent  par 

une  tangente  à  cette  courbe  et  qui  sont  perpendiculaires  au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de 

cette  tangente. 

LussAiD,  lycée  Saiul-Louis. 

Orilrt'solii  ci'Uc  iiiK'slidii  :  MM.  !..  Massai.,  lycéi'  <U'  Toaloiisi'  ;  K.  CoiiBiiiiK  ;  Daiuks,  comlucleur  ili'S  l'onls  cl  CliausstVs,  .i  l'.iris  ;  1*.  Nillis, 
lycée  Coiidorci'l  ;  Victoi' SKisuiis,  lycûjde  Toulouse;  J.  Tanasksco  el  G.  T/iiziiicA,  à  liucliarcsl. 
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298.  — Les  cxlrciailcs  m  et  n  d'um  lije  p'sante  liDinojrnc  pcuccnl  iilisscr  sur  deux  droites  /î r -s  OX 
et  OB,  situées  dans  unplaii  vertical  el  dont  les  direetions  sont  définies  par  les  ani/les  \0X  ou  a,  XOB  ou  p 
quelles  font  avec  l'horizontale  OX.  On  demande  les  conditions  d'équilihre  de  la  litje : 

'/"  Sans  tenir  compte  des  frottenienls  de  ses  exlri'niités   m   et   u; 

2"  En  supposant  que  ces  points  glissent  avec  frottement  sur  les  droites  OX  et  OU,  el  que  le  coe/ficient  de 
frottement  ait  une  même  ludeur  f  pour  ces  deux  (ilissemenls. 

(Hrule  rfcs  Ponts  cl  Cluiu.<iiccs.  Livre/,  ctlcrna,  /dW,. 


;)1K 
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1"     Nous  inL'iulroiis  pour  iucoiuiue  l'ungle  que  fait  la  diroctiou  uni  avec  la  direction  tix'  parallèle 

à  OX,  cet  aui'lc  étant  allectc  du  signe  -f-  si  nm  est  au-dessous  do  nx 
(cas  de  la  figure)  et  du  signe    —    dans  le  cas  contraire. 

La  tige  est  soumise  à  sou  poids  P  appliqué  eu  son  milieu  I;  eu 
outre,  ou  peut  la  considérer  coninu;  libre,  à  condition  d'introduire  les 
réactions  R  et  H'  des  droites  OA  et  OB,  et  qui  sont  normales  respec- 
tivement à  ces  droites,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement. 

Pour  que  la  tige  soit  en  équilibre,  il  faut  que  la  somme  des  pro- 
X   jeclions  des  trois  forces   P,    R,   R'   sur  deux  axes  rectangulaires  soit 
nulle  et  que  la  somme  des  moments  de  ces  mômes  forces  par  rapport 
à  un  point  quelconijue  du  plan  soit  également  nulle. 
Projetons  sur    OX   et  sur    OY;   on  a 

R  cos  (a  +t)  +  1^'  cos  (&  -t)  "^  ^' 
R  sin  fa  4- 


R'sin    B 


^) 


relations  qu'on  peut  écrire 


tl'ou  l'on  tire 


d'où 


% 

R  sin  X  —  R'  sin  {■!>  =  0, 
R  cos  7.  -  R'  cos  [i  -  P  =  0; 
R  R  P 


P-U, 


R  = 


sin  [i 
P  sin  8 


R 

sin  a 


sin  [p 
R'  = 


P  sin  a 


sin  {p  —  tx)'  sin  («  —  a) 

ce  qui  dclermiue  les  réactions. 

Prenons  maintenant  les  moments  par  rapport  au  point  I.    On  a 

R  X  ID  -  R'  X  ID'  =  0, 
ou  R/  sin  I?nD  —  R7  sin  I/iD'  —  0, 

/    désignant  la  demi-longueur  de  la  tige. 


(1) 


Or 


2 


InW  =  --{^.-p-x)■ 


0, 


il  vient  alors  R  cos  {x  -h  x)  -h  R'  cos  {x  +  p) 

et  en  y  remplaçant   R    et    R'   par  leurs  valeurs  (1), 

sin  p  cos  (.r  +  x)  -f-  sin  a  cos  (x  +  [il  =  0 
sin  (x  -+-  pj) 


ou 


iju'on  peut  aussi  écrire 


isx  — 


i 


2  sin  X  sin  [i 


^ë  ^  ^  2  ^^°^"  ''■  "^  ^"^^  ^'^' 


(2) 


Ou  verrait  aisément  (|ue  la  l'onnule  est  la  même  en  supposant  la  tige  au-dessus  de   nx',    avec  la 
convention  de  signe  indiquée  plus  hiiut. 
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L'équalion  (2)  définit  une  valeur  de  x  comprise  eulre    —  -   et    +3»    mais  cette  valeur  ne  sera 


7:      ,  t: 

acceptable  que  si  elle  est  comprise  entre  t:  —  (3  et   —  a,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


1 

-  ^S  «  <  2  (^°^S  "^  +  ^^^S  fi)  <  t?  (tt  -  B). 

â°  i)ans  le  cas  ou  l'on  tient  compte  du  frottement,  les  réactions    R   et  IV   des  droites   OA   et  OB 

ne  sont  plus  nécessairement  normales;  elles  peuvent  faire  avec  les 
normales  mN  et  nN'  des  angles  w  et  0/  qui  ne  dépassent  pas 
l'auglc  de  frottement  (p   défiui  par  la  relation 

Ig  ?  -  /• 
En  projetant  les  forces  sur   OX  et  OY,  on  a 


Rcos 
Rsi 


(a  +  ^  -t-  o.j  +  R'  cos  ^p  _  ^  _  u)')   =  0, 
n  (a  +  ^  -I-  w)  -I-  R'  sin  f  S  —  ^  —  w')  -  P  =  0, 


qu'on  peut  écrire 


On  en  tire 


R  siu  (a  +  œ)  —  R'  sin  (,3  —  w')  =^  0, 
R  cos  (a  +  w)  —  R'  cos  (^  —  w')  —  P  =  0. 
R  R'  P 


d'où 


R  = 


sin  ((3  —  (1)')       sin  (a  +  w)       sin  (p  —  a>'  —  a  —  w) 
P  sin  ([B  —  0)')  ^j,  P  sin  (a  +  œ) 


R'  = 


sin  (p  —  a  —  (0  —  w')  "^        sin  (p  —  a  —  w  —  w') 

Prenons  les  moments  par  rapport  au  point   1;    on  a 

R/  sin  ImD  -  R7  sin  InD'  =  0 

ou  R  cos  (x  -l-  a  4-  O))  4-  R'  cos  (x  +  p  —  0)')  ==  0. 

En  y  remplaçant   R  et   R'   par  leurs  valeurs  (3),  il  vient 

sin  (p  —  co')  cos  {x  +  a  +  w)  -h  sin  (a  +  o)  cos  (.-c  +  d  —  (->')  =  0, 


(3) 


d'où  l'on  tire 


4 

tg  «  =  2  |colg  (y.  +  (o)  +  cotg  {[i  -  co';]. 


(4) 


Dans  cette  formule  on  peut  remplacer  w  et  w'  pur  des  valeurs  quelconques  comprises  entre  —  ^p 
et   +  'f ,    9   désignant  l'angle  de  frollcmenl. 

Le  problème  n'est  possible  que  si  la  valeur  de  x  délerniinée  par  la  formule  \\)  est  comprise  entre 
—  a    et   7r  —  p. 

DeLACOunCEi.Li;,  conducteur  des  ponts  et  cliaussé'e»,  i\  Marcheuoir  (l^oir-cl-i'.her). 


(tilt  résolu  l;i  lui^ine  (nicslion:  MM.  Daiui;-,  conduclciir  Jcs  ponts  ol  cli.iussoi-s,  ;\  l'.iris,  cl  Jo.in  I'ana-k-ch,  à  Ituoliaresl. 
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341.  —  Étant  douucs  uu  ellipsoïde  E  de  ciMitrc  0  et  un  ])oint  M,  on  considère  les  sphères  (|ui 
passent  par  M   et  sont  circonscrites  à  un  tétraèilif  conjuiiué  à    V).  (Ihcclier  : 

1°  Le  lieu  des  centres   co    de  ces  sphères;  ce  lieu  est  un  plau    11; 

2"  L'enveloppe  de  ce  plan  II  lorsque  M  varie  en  décrivant  une  sphère  concentrique  à  l'ellipsoïde  E. 
lias  oii  cette  sphère  coïncide  avec  la  sphère  de  Monge; 

3"  L'enveloppe  du  plan    II    (piaiid    ^I   décrit  un  i)lan  donné; 

4°  La  surface  engendrée  par  la  droite  A,  intersection  du  plau  polaire  de  M  par  rapport  à  E  et 
du  plan    II.    quand   M  décrit  une  droite  passant  par  0; 

o"  Par  un  point  quelconque  P  passent  une  infinité  de  droites  A  qui  engendrent  un  cône  C; 
trouver  l'éciuation  de  ce  cône  ; 

G"  Lieu  de   M   (juand    A    tourne  autour  de   P; 

7°  Enveloppe  2  des  droites  A  contenues  dans  un  plan  donné.  Lieu  de  M  quand  A  reste 
tangente  à  2. 

CCoLI.AllD.) 

342.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  un  paraboloïde  j)ar  des  plans  passant 

par  nue  droite  lixt*  i)arallèle  à  l'axe. 

(Eugénie  Despbés.) 

343.  —  Étant  donné  un  système  de  ({uadriques  honiofocales  et  un  point  P  dans  l'espace, 
déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  projetantes  du  point  P  sur  ses  plans  polaires  par  rapport  aux  quadriqucs  du 
système; 

2"  Le  lieu,  rtdalivemeut  à  lune  quelconque  des  quadriques,  des  droites  qui  passent  en  P  et  sont 
perpendiculaires  sur  leurs  polaires; 

3"  Le  lieu  des  normales  menées  par   P   à  toutes  les  (|uadri([ues  données; 

4**  Lf  lifu,  relativement  à  l'une  quelconque  des  quadri(j[ues,  des  droites  passant  en  P  et  qui  sont 
telles  que  les  normales  aux  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  chacune  d'elles  sont  dans 
un  même  plan; 

o"  Li'  lieu,  ii'lafivement  à  l'une  quelfoiuiue  des  (|uadii(iues,  des  droites  })assant  en  P  et  telles  que 
l'une  des  sections  faites  par  les  plans  passant  par  la  dndte  ait  cetle  droite  pour  axe. 

On  lr(mvera  pour  tous  ces  lieux  un  même  cône  équilalère  du  second  ordre  V.  Expliijuer  pounjuoi. 

Montrer  que  la  section  par  un  plan  principal  du  cône  V  est  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  la 
focale  des  quadri([ues  situées  dans  ce  plan  et  à  la  ])rojecti<ui  du  point  P,  sommet  du  cône,  sur 
ce  plan. 

(A.   C.VZAMIAN.) 


Le  licdaclcurGémnl:  H.  VUIBEKT. 
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SOLUTION      ANALVTIULI-:   (*) 

289.  —  On  considère  un  hyperholoïde  à  une  r.appe  H  et  le  cône  S  f/ui  c-si  l'encelojtpc  des  plans  normaux 
aux  (jénératrices  de  cet  hypcrboloïde  menés  par  un  point  donné  M . 

/°  Dcterminer  les  sommets  du  tétraèdre  MMjM^Mg  conjugue  par  rapport  à  toutes  les  (juadriques  qui 
passent  par  l'intersection  de  l  hijperboloïdc  H  et  du  cône  S  . 

Trouver  le  lieu  V,  des  sommets  M,,  M^,  M3  de  ce  tétraèdi-e  loi-sque,  le  point  M  restant  fix-e,  l'hyperboloide  II 
6e  modifie  en  restant  concentrique  et  homothélique  à  un  hyperboloidc  donné. 

2°  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  G  lorsque  le  point  M  décrit  une  droite  donnée  I)  et  détir- 
niiner  les  positions  qu'il  faut  donner  à  cette  droite   1)  pour  que  cette  surface  soit  de  révolution. 

.V°  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  w  delà  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MMjM^jM^  en  fonctiondes 
coordonnées  du  point   'SI   pour  un  Injperboloïde  donné   H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  w  lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  l'hypirboloide  H  se  modifie  en  restant 
concentrique  et  homothétique  à  un  hypcrboloïde  donné. 

4*^  Démontrer  que  la  droite  qui  Joint  le  centre  co  de  la  sphère  circonscrite  au  leiraédre  !M.\J,M31j  au 
centre  de  gravité  (r  de  ce  tétraèdre  passe  par  un  point  fxe  I  lorsque,  le  point  M  restant  fi.re.  t'hi/perlfoloîde  H 
se  modifie  en  restant  concentrique  et  homothélique  à  un  hypcrboloïde  donné,  cl  faire  roir  que  le  point  G  est 
le  milieu  de  col. 

l°S()i(, 

a^        b^       c^ 

l'cMluation  de  1  li_)'i)cil)oloi(l('    11. 

\'n  systùnic  tle  gcncralriccs  csl  doniu"  [lur  les  ('"([Uiitions 


:(^■o-^^i 


Eu  ;  :;»  !'.!iiuil  (|ur  If  i)liiii 

uix  —  Xq)  -f-  v{y  —  //„»  H-  «Mv  —  So»    -  ^> 
qui  passo  [mv  le  point   M(.r„,  y^,  zj,    est  normal  à  la  i^rnéralricr  prôciMli-nlc.  (Hi  .1 


"  (--D*  -(-D 


(*)  Voir  une  solution  gdomclritiuo,  p.  "ISl. 
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Kii  ('liiuinaut   X  cnivc  i-cs  deux  (''([nations,  on  a 

u'^       V-        w-        ,. 
f/-         0^  c- 

C'cst  l'fi[ii.itii)n  taniiiMitiolle  d'un  rôno  de  sommet   M    envi'loj)|)e  des  plans  normaux. 
Vax  coordoDuéos  cartésieuucs.  cette  équation  devient 
(S)  a-[x  -  XoY  +  o-(y  -  ^oi'  -  c\z  -  z,y-  .■=  0. 

On  arriverait  évidemment  à  la  même  équation  en  cousidéraut  le  second  sys'.cme  do  i^énératiiccs. 
Soient  ;.  r,,  ^  les  coorilonnées  de  l'un  (jnelconque  des  trois  points   M,,  Mj,  Mj. 
Exprimons  ([ue  le  plan  polaire  de  ce  i)oint  i)ar  rapport  au  iaisceau  d(;  (|nadri([ues    II  +•  |j.S  =  0 
est  indépendant  de    ;/.. 

Eu  exprimant  celte  condilion,  on  trouve  aisémeut 

1  !L  i 

a»  6^  c«  1 


aM;  -  oc,)         b\r^  -y,)        c^(l  -  z,)         p 


(1) 


(1  ou  1  on  lire  :  ;  =  — :  >  ^,  —  77: »  ^  —  -; i-; 

a*  —  p  0*  —  p  c*  —  p 

Le  point  (ç,Y„C.i  étant  dans  le  i)l.in  polaire  du  point  Mfajo,  ^o  ^0)    V'-^^'  iupport  ù  riiypcrboloïdc 

(H),  on  a  ^  .         ^  y 

•^0^        yp'^i  ^0*^  1—0 

rt^-  /^2  c*  ~      ' 


c'i  st-à-dire,  en  rem[)la(;ant    ï,  y„  ^   par  leurs  valeurs, 

xW  ylb''  z'oc^ 


-1  =  0.  (3) 


a^  —  p       6^—  p       c*  —  p 

Celte  équalion  du  troisièim^  dei^-ré  nous  donnera  trois  valeurs    Pi,p,i,p3    pour  p;    en  portant  ces 
trois  valeurs  dans  les  éi^alilés  ['!),  on  ohlicuilra  les  coordonnées  des  trois  sommets   M,,  M.^,  M3 . 

rp'i  fli  '2  2  '■' 

Ceci  posé,  soit       T   +  u"~r~'~^       "^'^  liyP<^it*oloïde  donné. 

hl  iJ  Kj 

a'       h'       c' 
On  doit  avoir  -7   —  j:  =77* 

A        13        C 

Dès  lors,  les  égalités  (2)  deviennent 

l  -ri  ;  1 


A»(;  -  X,)        B'{r^  -  7/0)         ^^'\l  -  2o)         li 

-  elant  la  valeur  eommmune  des  rapports.  On  en  lire 
k 

Ces  égalités  délinissent  une  cubique  gauche,  lieu  des  jjoinls   ,M,,  M,.  Mj.  Cette  cnbi(iuc  passe  par 
l'origine  et  1<;  poiul  M,  ses  trois  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

X  -  a        Y  -   fi        Z  -  V 

2»  Soient  —. —  = = 

l  m  n 

les  é<iuaiions  de  l.i  droite    I). 

Exprimons  (jn'elle  passe  pal'  le  point    M.   Nous  avons 

•2^0  ^  ,'/o  1^  ^0  T  /y 

l  m  n 

k'   étant  la  valeur  des  rapports. 
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On  en  tire  x^  =  a  +  Ik',  i/^  =z  [i  +  mk',  ^^  =  y  -h  nk'. 

Dès  lors,  les  égalités  (4)  peuvent  s'écrire 

k'LH    +  k\  +  A'^a  -  -:)  ==0, 
k'B^m  +  kfi  4-  B'^(ri  -  r,)  =  0, 
kVn   4-  k'Ç  +  CHy  -0=0. 
En  éliminant  k  et  ^'  entre  ces  trois  égalités,  on  u 

kH  ;  A^a  -   ;) 

B«m        -/j        B*(.3  -  Y,)        =  0 
C^n         C        GHy  -  K) 
71^A*/(B'^  -  C»)  +  lKB'm{G^  -  A')  +  ^T,C'^n(A^  -  B'^;  4-  r,A^C'(/Y  -  m)  +  !:A2B«(wa  -  ip) 

+  ;C*B«(np  -  wy)  =  0. 

On  obtient  ainsi  pour  lo  lieu  de  la  ligne  (C)  une  surface  du  second  degré  qui  passe  par  l'origine 
et  par  la  droite  D.  C'est  une  surface  réglée  du  deuxième  ordre  :  c'est  un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer;  la  droite  D  fait  partie  de  l'un  des  systèmes  de  génératrices. 

Pour  que  la  surface  précédente  soit  de  révolution,  il  faut  ({ue  l'on  ait 

B  =  ±  B'  =  ±  B", 

B,  B',  B"  ayant  leur  signification  ordinaire;  c'est-à-dire 

A^/(B*  -  Cn.=  ±  B-'iii(C''  -  A'^)  =  ±  C*n(A'''  -  B«; 

/  m  _  n 

ou  I  ~  i  ~  ï  ' 


A*(B»  -  (J^)  B\C'  -  A')  C*(A«  -  B*) 

le  point  (a,  fi,  y)  étant  donné,  on  conclut  ([uc  la  droite  D  doit  occuper  trois  positions  (Irlcnuincos  par 
les  égalités  précédentes,  pour  que  la  surface  soit  de  révolution. 

3°  Soient  aji,  iji,  :?,,   les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre   MMiMjM^. 
L'équation  de  cotte  sphère  passant  par   M   est 

.r»  -  4  +  y*  -  yl  +  z'  -  zi  -  2a;, (a;  -  x^)  -  lly^iy  -  y,)  -  ±Zi(z  -  z,)  =  0. 

Si  nous  remplaçons  dans  cette  équation  x,  y,  z  par  les  valeurs  respectives  de  ;,  r,,  Z,  donuées  par 
les  formules  (2),  nous  aurons  une  équation  du  sixième  degré  en  o  ([ui  nous  donnera  les  valeurs  ilu 
paramètre  p  coriespondant  aux  six  poiuls  d'intersection  do  la  sphère  avec  la  cuhi([ue  ilélinie  [iar  les 
égalités  (2).  En  supprimant  la  solution  p  =^  0,   (jui  correspond  aux  point  M,   on  a 


Xo 


2a*  - 


'^h'.^  — 


2>r,Xo 


2i/,.Vo 


-}r.. 


0, 


(a*  -  p)»   ■  ""  (6*  -  p)«  (c*  -  p)>       0*  -  p       6*  -  p       c»  -p 

équation  du  cin(|uièine  degré  en  p.  Kilo  donne  les  valeurs  do  p  correspondantes  aux  points  d'intersec- 
tion M,,  M.^,  M.,  et  à  deux  autres  i)oinls  coiimiuns  de  la  s[thère  et  de  la  cul)it|ue  (2i. 
Cette  équation  peut  d'ailleurs  s'écrire 


(VXÏ) 


6'//o 


(a*  -  p)' 
L'é(|uali()n 


,—       ...  + 


C'Z» 


{(>'  -  ?r    ('•*  -  p)' 


a*  — 


a^xl 


h^ill  c^4 


h*  - 


6*  -  p 
i     .  0 


c*  - 


0.    ^.., 


est  du  troisième  (Irgié  iMi  ,:;  elle  (loiiiic  les  valeurs  di>  ;  qui  corirspondenl  aux  trois  puints  d'inter- 
section du  iilaii  polaire  du  poini   M   par  rapport  à  rhvijerboloïde   H  avec  la  cubi«|ue. 


3:21  AGREGATION   DliS  SCIKNUKS  MATHEMATIQUES 


Exprimons  donc  (juo  le  pirniier  ni(Mnl)ro  de  léiiualion  (o)  est  divisil)'e  par  le  premier  membre  de 
l'équutiou  précédente.  C'est-a-dite  idenlilions  les  deux  équations  suivanles  :  l'écpialion  (."ij  el  ré(j[ualiou 


/  «*.ro  bh/l     _     c-Jq     _    A    /     A,       _^       B,       _^       V.^     \ 

Va*  -  p  "*"  6*  --  p       c'  -  p  /    Va'  -  p       6*  -  o       c'  -  p/ 


0. 


Celle  dernière  peut  s'écrire,  en  décomposant  son  premier  mcmhre  en  éléments  simples, 


(flV  _  p)ï       (/>»  _  i)»        i^c'  -  p)*       a'  -  0       6'  -  p       C  -  p 

M        A, />*.(/;;  +  B,rt''a;,i       AjC-'î-o  -f-  C,a'^.rii 

eu  posant  Jl   —  j-. -. : : A, , 

^  6'  —  a*  c'  —  a' 


6*  -  a* 


B,, 


^   ~  c*  -  a*  6''  -  c'  '^    ''  " 

Dés  lors,  eu  identilian!  les  éi|iiations  (5)  el  (G),  ou  a 

A,  =^  a^ 
Bi  -  b\ 

G,  =  c^ 

^o(.'o  -  ^2.rJ  =  -^^— ^^, ^^^::^^  -  a-, 

^        _  a'c^(a:5  -^  ^ij;  _  b'c\zt  +  yj)  \ 

Ces  égalités  (7)  nous  permettent  de  calculer  les  coordonnées  a-^,  y^.  z-i  du  centre  to  de  la  sphère. 

(le<-i  posé,  si   ' h  "^ —   —  I  :=  0    est  l'éciuation  d'un   hvperboloïdc   homolliélique   el  conceu- 

*^  A         li         U 

tri(iue  à  riivpcrlioloïdc  vu/iable  (II),  les  égalités  précédentes  deviennent 

0    .  _  AB(a:g  -i-  yl)  _  ACjxl  +  zl)  _ 
Xo[œ,  -  -x-,)  ~      ,.,  _  ^,  C^  _  A^  ■  '"■' 

I3C(,-5  +  yl)       A.B[xf,  +  yl)        ,,        ^  ,o^ 

//o<^o  -  ^-^i/i)  =      13.  _  Q. B"-  -  A-^ ''■'     f  ^^ 

,    ^       AC(x5  +  4)       BC(4  +yo)  ^   ,, 

En  éliminant  ;/  enirc  ces  trois  é(iualious,  on  obtient  deux  équations  linéaires  en  a;,,  f/i,  -,.  Le 
lieu  du  centre  to  est  donc  une  droite. 

4"  Soient  X, ,  Y,,  Z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravite  G  du  tétraèdre;  un  point  ([uelcouque 
de  la  droite   wG    a  pour  coordonnées 

?.Xt  —  Xl,  >Yi  —  yi»  ^Zi  —  Sy, 

X  -  ï  À  -  1  ,\  -  i 

X   étant  un  paramètre  arbitraire. 

Ces  dernières  coordonnées  contiennent  un  paramètre  variable   a. 

Nous  allons  chercher  à  délermin(;r   X    i)our  que  ces  coordonnées  soient  intlépeudantes  de  ix. 


ALGÈBRE 


;J2o 


ç,  -f^,  'Ç  étant  les  cooidonnccs  de  l'un  des  sommets  quelconques    ^Fj,  M,,  Mj,    on  a 


X, 


a^o  4-  X; 
4 


Yi 


?/û  +  -^1 


Zi 


Or.  on  a  ï;  =  a*a;o  ( 

p,,  Oj,  p3  étant  les  racines  de  l'équation, 


',2„2 


+  /' 

a'—  p       w' 
1 


a*  - 


c 


.)' 


1 


-1=0. 
1 


Calculons  la  fonction  symétritiue  — +     ,  .      , 

'a*  -  pi       a*  -  p2       a'  -  p. 

Ce  calcul  se  fait  aisémeni  ;  il  se  simplifie  en  remarquait  qu'on  a 

^„  -2  _   (g*  -  p,)(a'  -  p,).V  -  Pa) 
'"''''-  (6*  -  a^)ic'  -  fl») 

et  on  trouve,  tous  les  calculs  faits,  en  remplaçant  a'^,  6",  c^  par  ky.,  By.,  C;/. 

G 


'V.    + 


(B-  -  A^j(C^  -  A^ 
en  posant 

G  =  2A2  (kxl  +  Byii  -  Cc^)  -  [kxl  (C^  +  B^;  +  Byl  (A.-  +  C'^)  -  C;;g  i^'  +  <-:')• 

Des  égalités  (8),  on  tire  d'ailleurs 

_  f  2 


AC  [xl  -h  4)  _  AB  (a;g  +  yl)        a    \  _L 
02  -  A'^  B^  -  A'^      "^     '7  2.ro' 

On  a  donc  pour  le  numérateur  de  la  première  coordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  droite  (îw. 


«0    .     ^V- 


+ 


4- 


AG 


1 

2^n 


,  .,       AC  (ccl  +  ^G)       AB  ut  -H  ^g) 

A'x  +  a-,1  + 


C» 


B»  -A" 


L4        4a;o       4a;o(b»  -  A*)(C2  -  A*) 
Pour  que  ce  point  soit  indépendant  de  [j.,  il  faut  que  l'on  ait 

À  =  2. 
Aiiisi,  la  droite   Gw  passe  par  le  point  fixe   I   dont  les  coordonnées  sont 
2X,  -  .r„  2Y,  -  y„  2Z,  -  .-.. 

On  en  coticlul  immédiatement  que  le  point   G   est  li'  milieu  ^\o   ol.    On   voit  éij^alemont  tiuo   le 
li(^u  de  (î  est  une  droite  parallèle  au  lieu  du  point  co. 


Solution  analogue  par  M.  Kakati;  (lyci'e  do  Moiilpellier). 

Nous  aTons  reru  aussi  une  soluUon  j,'(''oniclriquo  de  M.  A.  DiiiANn. 


Cb.  IIi  r.oN,  (irofessciir  au  lyiH-o  di^  Nîmes. 


ALGERRH 


324.  —  On  donne  une  éiiinilion  du  trnisicnie  degré,  à  coeffieienla  que/eonqucs. 

a.v"  -+■  6.r'  +  c.v  -h  d        0. 
el  /'on  désifjne  /xir  a,  [3,  y  les  trois  raeincs  de  celte  éqwititm. 
1"  Montrer  i/ne  In  fom-tion  des  racines 

(i  deux  ra/eurs  et  former  /'^(jnation  du  second  degré  en  0  </ui  ainu't  ces  nondnrs  pour  nieines.  l.e  iliscrinûnnnt 

de  cette  ét/udlion  est.  à  un  facteur  numérique  prés,  le  discriminant  de  l'cipndion  euhique. 

a       3       ï      Y      i*       Y 
2"  Déduire  de  ce  qui  précède  que  l'équation  du  sixième  degré  qui  admet  /«)U/'  racines  -  ♦    - .    -  »    -  ^    -  »     - 

se  décompose  en  tieux  équations  du  troisième  deqré,  par  l'emploi  d'un  radiad  du  second  ordre. 
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l"  Posons  0,  =  a*p  +  (i-y  4-  y'"», 

0,  =  a^/-  4-  fiy*  +  Y^^'- 
(hi  en  (li'-ihiil  0,  +  0,  =  i^a*(=j  =  .s\s^  —  Sg, 

0,^  -  6,  =  (a  -    p)(S  -  y) (y  — a). 


Or  on   sait  (|uc  (a  —  |'i)([i  —  y)(y  —  a)  =  =t  y/—  A, 

A   tlôsii;a.int  If  tlisciiiniiuuil  de  l'cquation  piMposé(\  à  un  facteur  pi'ès. 

Oïl  oblionl  d'ailleurs  i.u>  résultai  (>u  suivant  la  niclhodc  donnôc  plus  haut  (n"  4,  IH!>'k  p.  :2'i(j),  mais 
tout  nouveau  calcul  »is|  inutile,  car,  si  on  l'ail  disparaitre  le  second  ternie  de  ré(|nalion.  les  dill'éi'ences 
des  racines  ne  cliani^cnt  jias. 

Cela  élaiil.  l'équation  du  second  degré  (lui  a  pour  racines  0,  et  0^  est  facile  à  fonr.er,  car 

0l"2    -  ^ 

On  connaît    0,  +  0.^    cl    0,  —  0.^.    Si  cotte  équation  est  mise  sous  la  forme 

O''  -  AO  +  B  =  0, 

son  discriminant  est  égal  ù     4B  —  A*     ou     '«O/j^  —  (Oj  +  0^)%     c'est-à-dire     —  (0,  —  02)^, 

Donc  ce  discriminant  est  égal  à    A. 

7.  fi  Y  '5  Y      a 

2"  Los  éiiuations  du   troisième  degré  qui  ont  pour  racines   -»  -»  -  d'une  part   et-  >  -»   -   de 

"  fi  y  a  a  p      y 

l'autre,  sont 

6,  6, 

.T»   -     -^  X^  -\ -X  -   i    =0, 

apy  afiy 

a-^i  _.  A  .^2  _^  A  ,r_  1   ^  0; 
apy  af.y 

OU  dx^  +  ad^.T^  —  a()iX  —  d  —  0, 

(Ix^  +  aOj.r^  -  ttO,.r  -  d  -^^  0 . 

Le  produit  des  jiremiers  membres  est  le  premier  membre  d(^  ré([ualioii  aux  quotifUits  dos  racines 
de  la  proposée  prises  deux- à  deux,  ce  ([ui  démontre  la  seconde  partie,  puisque  0,  et  0.^  s'expiiiuenl 
au  nioven  d'un  radical  du  second  ordre. 

Onl  résolu  celle  quealion  :  MM.  Ai  dibekt  (Marseille)  ;  Uené  Lecoivreuh  (Boaune);  Kdouanl  Lonoai  ;  Meyniku  frouis-le-CranJ). 


325.  —  On  désigne  jxir  2p,  r  d  i\  le  jiér'nii'Hir,  le  rayon  du  cercle  iiisvril  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 

A    Tl    P 

il'un  triuntjli':  />ar   t,.  t.,  tj   les  tangentes  des  angles  -^'-^'-g'  Former  les  trois  fonctions  symétriques 

£à        ù        Zà 
Adtj,  ■^'itj,  tit.^lj, 

et.  par  suite,  l'éiiuaiion  du  troisième  degré  qui  admet  jtour  racines    Ip  1.^,  Ij. 

iJi'duirc  de  là  la  solution  du  /irohlôme  suivant  :  Résoudre  un  trianyle  connaissant  p,  r  et  R.  Montrer  quil 
n'y  a  qu'une  rondilion  de  possihiliti'  si  l'on  ne  pren'l  /las  des  donm-es  manifeste  nient  irréalisables,  c'est-à-dire  si 
l'on  suppose   r<  p  c/  r  <  R. 

On  pourrait  arriver  de  bien  des  faeons  à  former  les  fonctions  ilemaïuiées.  Voici  l'un  des  procédés 
les  plus  simples.  Nous  supposerons  connues  les  formules  élémentaires 

S  =  ///•  —  (p  —  a)rn  =  (p  —  h\r,,  --=  ip  —  ci/v  (1) 
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ABC  ._ 

et  Va  --^  pig^^         n  =  /?  tg  ^,         /-c  =  ;>  tg-  2  »  (2) 

et  en  outre  la  relation  r„  +  vu  +  r^  =  4R  4-  ?■. 

Des  formules  (2)  on  tire 

/ABC. 

?•„  +  rh  +  ;v  =  /^  (^tg  2  "^  *^  ^  "^  '^'  ^/  ' 

^,         r«  +  /•(,  +  /v       iR^-/- 

donc  if.  =  == • 

p  p 

On  déduit  encore  des  formules  (2) 

1 

Les  formules  (l)  donnent 

_  S^ ^  ^  ^  s-^ 

""'"'^-yjfy,    _«)(/>-    h)(p    -    C)  S-^ 

Donc  /V       =  —  —  —  /)^r. 

r  r 

1         r 

Il  eu  résulte  que  til.Js  —  p^r  X  —  =  -• 

Oq  tire  onrio  des  formules  (2) 

1        y;         1         y)  —  «         1         p  —  L         1         7>  —  c 
D'autre  part  les  formules  (1)  donnent  -  =  - ,      —  =  — -; — >      —  —  — ^ —  »      —  —  — 5 — 
'■  y        S        /•„  b  /■(,  »  /"o  ï5 

Ajoutons  membre  à  membre  les  trois  dernières  égalités  : 

1         1         i        p       \ 

-H *--=c=- 

Va        n        i-c       b        r 

ou  =  -         ou  enfin     Z-/'„/'6  —  -  X  /"„/•(,/•(.  —  —  —  p- ' 

Donc  S/i^î  =  ^--  =  1. 

L'équation  du  Iroisième  degré  qui  a  pour  racines   l^tJ^   sera  par  suite 

p.r'  -  (4R  -h  /•>./•'  +  px  -  r  =  0.  (3) 

Remarque.  —  On  pouvait  obtenir  immédiatement  celle  é([iialion  sans  passer  parle  calcnl  préahiblo 
des  fondions  des  racines.  Ou  a  eu  ellet  les  relalions 

a  —  "IK  sin  A, 
/•  =  (p  -  a)  Ig-  -^         ou         ;•  —  (/'  -  1[\  sin  \)  Ig  -^• 


Posons  Ig  —  =  J-;    on  aura 


on  /•(!  +  a-*)  :--  /'.r  4-  y.»''   -  VU.r» 

ou  /u''  —  (i-R  +  /•).<•*  -f-  px  —  r  =  0. 

Cotic  é(|uali()n  fail  connaître  les  langvntes  dos  angles  -j  «    ^^  »    ^,' •    lies  angles  une   foi^   caloulés, 

on  sora  ranuMié  à  construire  un   Iriangle  connaissanl  le   r.ivon   ilu  cercle  inscril.  par  oxeutple,  ot   les 
angles,  pioltU'iuo  dont  la  solution  est  immédiate. 
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Discussion.  —  Pour  quo  le  j)ioMî'mo  soit  possible,  il  l'aiit  cl  il  5-ullit  (juc  l'ciiualioii  (■\)  ail  ses  racines 
réiiUes  et  positives,  et,  connue  son  premier  membre  préscnti;  trois  variations,  il  faiil  et  il  sullit  (|uo  la 
coinlilion  de  réalité  soit  remplie,  ce  qui  donne  l'inégalité 

'k  IH  +  /•)''•  -  ('tR  +  f'ï'P''  -  \H'ii^  +  r)i)'r  -4-  i'tjt'r'  +  4/y*  <  0, 
ou  /)*  -  ty^^2H-  4-  lORc  -  r°)  +  r{U\  -+-  j-)' <  0,  (4) 

Cl'  qui  exilée  d'al)ord  ({ue  IV'Mjualion 

./^  -  2.r(2U-  4-  lOR;-  -  V')  +  /'(iR  +  ?•;'  =  0 
ait  ses  racines  réelles  el  positives.  Or  la  condition  de  réalité  est,  commn  on  le  voit  aisément,   \\  >  2;'. 
Si  celle  comlilion  est  remplie,  les  racines  de  la  dernière  équation  sont  toutes  tieux  positives;  donc  la 

couililion  ('i-)  est  la  seule  condition  de  possibilité  du  problème. 

A.  Cazamian. 

Solulions  analogues  par  MM.  Dakiks  (contlucleur  tics  l'onls  cl  Chaussées);  Aidihrut  (Marseille)  ;  Mi.ïmf.h  (lycée  Loui^-l(■-(;I•i^n(]);  K.  I.kmoink; 
E.  Lnxo  M.  ;  R.  Foit.uit  ;  l'oi  ii  Li.viir  ;  Skiîva> r. 

M.  Lemoiiic  fait  remir(juer  qu'en  appliquant  à  ce  problème  sa  transfonnalion  continue  en  A  (Voir 
//.  .1/.  iS.  1S9I-92,  p.  ^32j  ou  a  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Itésowln'  un  !riaiuj/i'  connaissant  p  —  a,  r,,,  H,     r„  étant  le  rayon  du  cercle  e.rinsc7'il  langent  à    BC. 

Les  racines  do  l'équation 

4R  —  Va    „  r„ 

.7-' .T^  ■■^-  X  +    =    0. 

p  —  a  p  —  a 

A  ,    B  ^    C 

sont  —  \s,  -  -  cotu,-  -  »  cotii- -  » 

el  la  seule  condilio!\  de  possibilité  est 

4(iR  -  Tafra  -  ('(R  -  r„)-i{)  -  ai-  -  18(4R  -  r„)(jw  -  a)-/'„  +  27(/>  -  «-)'•«'  +  \{p  -  a)''  <  (I. 
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313.  —  Un  considère  toutes  les  lnjperb)le^  aijant  un'  asi/nptote  el  un  foi/C'-  donnés.  Trouver  l'enveloppe 
des  axes  non  transverses. 

Solution  wai.ythjii:.  —  Prenons  ])0ur  axes  de  coordonnées  l'asymptote  et  la  i)erpendieulaire  à 
rasymj)tote  menée  pai-  le  foyer.  Soient  a  le  dcMui-axe  non  lransvers(>  des  hyperboles,  égal  à  la  dislance 
du  foyer  à  rasynn)lole  donnée.  Le  centre  de  Pliyperbolo  se  dé])lace  sur  rasyniplole.  et  en  appelant 
>.  l'ordonnée  vaiiabli'  ilu  ecnln".  ré([uation  de  l'axe  trausvcrse  sera 

a       X 
ou  /..r  -t-  ai/  —  a'/.  —■  0. 

L'axe  non  transverse  aura  i)ar  suite  poni'  (Minalion 

a 

ou  /y  —  ax  —  À*  —  l>. 
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L'enveloppe  cherchée  aura  donc  pour  équation 

if  -  \ax  =z  0. 
C'est  l'équation  d'une  parabole  ayant  pour  foyer  le  foyer  commun  des  hyperboles  données  et  pour 
tangente  au  sommet  l'asymptote  de  ces  hyperboles. 

Solution  gkomktkique.  —  Ce  résultat  s'obtient  immédiatement  par  la  géométrie.  Il  suffit  de  remar- 
(|uer  que  la  tangente  au  sommet  d'une  parabole  est  le  lieu  des  projections  du  foyer  de  la  courbe  sur  toutes 
ses  tang(;nt(îs.  Inversement,  étant  donnés  un  point  et  une  droite  fixes,  si  des  différents  points  de  la 
droite  on  mène  des  perpendiculaires  sur  les  droites  joignant  chacun  d'eux  au  point  fixe,  ces  perpen- 
diculaires enveloppent  une  parabole. 

A.    C.VZAMIAN. 

Solutions  analogues  :  MM.  A  AronuiN  (Louis-le-Grand)  ;  E.-N.  Barisien;  L.  Bassal  (Toulouse);  Ch.  Bumi.uon  (Louis-le-Orandi  ;  A.  Clapier 
(lycée  de  Lyon);  K.  Dltkcii  (lycée  de  Toulouse);  E.  I'ollaht  (lycée  Micheletr,  L  Graix  (Nantesr,  A.  Laihkaix  (lycée  de  Besançon):  G.  Lfcoi - 
vrtF.CR  (Beaunci  ;  Mkynif.r  (lycée  T.ouis-le-Grandi;  J.  Moissa;  Mouiac  (lycée  Sainl-Louis)  ;  Nillis  (lycée  Concorceli;  K.  Noigal;  t;.  A  Poiilliart 
J.  Tanaskh(.o  (Bucarest)  ;  J.  Tzitzéica  (Bucarest). 

M.  Gtiollct  s^jénéralisc  la  question:  fitant  donnés  une  droite  D  et  un  point  F,  l'enveloppe  de  la  droite  D'  menée  par 
un  point  variable  M  de  D  et  faisant  un  angle  constant  avec  MF  est  une  parabole  de  foyer  F,  tang>nle  à  D,  et  dont  l'axe 
fait  avec  D    un  angle  égal  à  l'angle  constaut  donné. 


317.  —  D'un  point  quelconque  jivk  sur  une  des  bissectrices  des  axes  d'une  conique  à  centre  (C)  on  mène 
les  deux  tangentes  à  la  conique  et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique.  Le  lieu  décrit  par  rortlio- 
centre  du  trianqle  formé  par  ces  trois  droites  est  une  hyperbole. 

Soit  5!  +  ^  _  1  =  0 

.   A        B 

l'équation  de  la  conifiuc  (Cj   rapportée  à  ses  axes;  les  polaires  de  tous  les  points  ilo  la  bissectrice 
X  —  y  :=  0    sont  parallèles  à  la  droite 

1  +  1  =  0.  (1) 

Par  un  point  (a,  a)  de  la  bissectrice,  menons  une  parallèle  à  la  drt)ite  (1);  les  coordonnées  des 
points  de  cette  parallèle  peuvent  s'écrire 

.T  =  a-t-^, 

(2) 

p 

''  A 

oîi    p   désigne  un  paramètre  variable. 

Les  \aleiirs  de»    p    relatives  aux  points    K  et  K'    oîi  colle  droite  renct)iilrt>  la  coniiine  sont  raoinea 

de  l'équation 

Cette  équation  admet  vieux  racines  égales  et  de  signes  contraires  z  et  — p'  ,  correspondantes 
aux  points    K  et  K'.    I,a  piMpcndicnlaii'e  menée  du  poiïit    K    sur  la  tangonle  en    K'    a  jionr  équation 

A(.,.-._0(,+  i)..B(.-.+  i)(x-0 
""  (B  -  A)  L-'  +  1^)  +  v(A.,'  -  n.v>  +  :■  1^..-  +   1/  -  I  (2  +  -  +  g)]        11. 
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Remplaçons  ilaiis  cotte  é(iuat.i()!i    a"  -f-  tt:    par  sa  valeur rr   tiréede  rc(mati()n(3);  onobtieut 

*  AB  A  4-  B  1  \  / 

(B  -  A)AB  .  ,^  ,  ,  /  (li  4-  A)H        ^ 


A  +  R  •'         '    V         •'  AB 

On  aura  la  hauteur  issue  tlu  point   Iv'  en  chani;oant   p'  on   —  p',  et  le  point  do  concours  de  ces 

haut(>ursost  à  l'intei section  des  deux  droites 

(B  -  A)AB 
a(Aa-  -  B>/)  +  ^  _^  ^      =  0, 

AB(,/'  +  //)  -  a(A  +  B)»  =  0. 
En  éliminant  a   entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu 

(.r  +  y)  {kx  -  By)  +  B»  -  A»  =  0, 
qui  représente  une  hyperbole  concentrique  à  la  conique  donnée. 

R.  EscoT,  à  Labastide-sur-Lbers  (Ariôge). 

Solution  géométuiqie.  —  Supposons  qu'un  point  P  se  déplace  sur  un  diamètre  quelconque  A  de 
la  conique  (C)  de  centre  0.  Soient  M  et  N  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  conique  menées 
par  le  point  P,  et  H  l'orthocentre  du  triangle  PMN.  Joignons  le  point  I  où  OP  rencontre  MN  au 
point  H,  et  menons  de  P  la  perpend.culaire  sur  cette  droite  qui  coupe  MN  au  point  S.  Le  point  H 
sera  aussi  l'orthocentre  du  triangle    PIS,    donc   SH   est  perpendiculaire  à    A. 

Le  point  H  peut  être  défini  par  l'intersection  de  la  perpendiculaire  PK  à  MN  avec  la  perpen- 
diculaire ST  à  A.  Ces  deux  droites  décrivent  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  centres  sont  à 
l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  A  et  dans  la  direction  perpendiculaire  à  son  diamètre 
conjugué  dans  la  conique  (C).  Le  lieu  est  donc  une  hyperbole  ayant  ces  deux  directions  pour  directions 

asymptoticiucs. 

André  Caz.vmian. 

Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  U.  Le.ouvheur,  à  Beaune;  Mevnier,  lycée  Louis-le-Grand;  A.  Prot,  lycde  de  iS'ancy. 
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284.  —  Vaxe  d'un  cône  de,  révolulion  supposé  plein  est  sitw'  dam  le  plan  horizonUil  de  projection;  on 
considère  les  deux  demi-nappes  de  ce  cône  situées  au-dessus  du  plan  horizontal  et  limitées  à  des  plans  parallèles  ; 
on  les  coupe  par  un  cylindre  obliqua  à  base  de  cercle  ;  on  enlève  du  cône  /cà  parties  situées  dam  l'intérieur  du 
cylindre.  On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  demi-cône  solide  dans  lequel  on  a  pratiqué  ainsi  une 
entaille  cylindrique. 

L'axe  du  cône  est  la  bissectrice  de  l'anr/le  en  s   du  trianf/le  asb. 

Le  côté   ab   coïncide  avec  la  lif/ne  de  terre,  et  l'on  a 

xa  =  O-^.O"  ;,  ab  =  0'",129,  by  =  ()">.063. 

as  =  0"',149,  bs  =  0'",179. 

Ls  plans  parallèles  qui  limitent  te  cône  sont  les  suivants  : 

/"  I."  plan  ufné  pur  lu  ligne  de  terre  et  d(ml  la  partie  supérieure  fait  avec  la  partie  anlcrieure  du  plan 
horizfmlal  un  amjle  de  60"  ; 

i^  Le  plan  pandlèle  au  précèdent  dont  la  trace  horizontale   ci   est  déterminée  jxir   se  —  0"',07(). 

La  base  du  cylimlre  est  un  cercle  de  0'",000,  de  rayon,  situé  dans  le  plan  vertical  de  projection  au-dessus 


n'     a' 
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de  ht  lif/iie  lit'  terre  et  langent  en  h  à  celle  fii/ne  ;  /es  génératrices  linrizontales  du  njUndi-e  sont  ixinillèles  à  sh. 
On  indiquera  à  t'encre  ronge  tes  eonslrnrtions  eni/i/oijécs  pour  tiêterniiner  : 
4"  Un  point  (/uelconqu'.'  de  /'intersection  et  /a  tangente  en  ce  point  : 
2^  l'n  point  quelconque  de  l'une  des  l)a^ts  du  cône  et  la  tanneide  en  ce  point  : 
3°  Un  poiid  qne/eonque  dr  la  Iraev  du  ri/lindre  .<?(//■  /'(/;;  des  plans  de  hase  du  cône  et  la   tangente  en 

/toi  ni. 

(l'Jiiili'  centrale,  /'°  session.  ISH.'i.) 

Cette  épure,  donnée  à  la  session  do  juillet  IS!t;î  au  concours  de  l'École  cenlrale,  n'est  pas  complè- 
tement déterminée.  En  ellel,  on  donne  le  sommet  et  l'axe  du  cône  de  révolution;  l'angle  au  sommet 
n'est  pas  délini.  Nous  avons  supj)osé  que  cet  anj^le  au  sommet  était  l'angle   asb. 

Le  cène  et  le  cylindre  ont  alors  une  génératiicc  commune,  la  droite  sb,  s'U.  L'intersection  de  ces 
deux  surfaces  est  une  cubique  gauche  qui  admet  pour  axe  do  syméiric  la  verticale  du  sommet  S  du 
cène.  Ku  ellet,  les  plans  verticaux  passant  par  les  axes  des  surfaces  sont  des  plans  de  symétrie  pour 
chacune  d'elles,  et  l'iuterseclion  de  ces  deux  plans  passe  par  S.  La  proje-zlion  horizontale  sera  une 
cubique  admettant  .s  pour  centre  de  symétrie;  la  projeclion  verticale  sera  une  cubique  dans  laquelle 
se'  sera  un  axe  de  symétrie.  Le  point  s  est  un  point  d'inflexion  de  la  projection  horizonta'e.  Pour 
obtenir  des  points  de  l'intersection,  nous  emploierons  des  plans  passant  par  la  génératrice  commune 
sb,  s  h'. 

Afin  de  mettre  en  évidence  une  section  circulaire  du  cône  nous  avons  pris  un  plan  vertical  auxi- 
liaire de  projection  délini  par  la  ligne  de  terre  x^  s\  y[  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  .ss'i 
de  l'axe  du  cône. 

Soit  un  de  ces  plans  auxiliaires,  qui  a  pour  trace  verticale  h'i'  dans  le  système  xy  et  g\  i\  dans 
le  système  x,  y,.  Il  cou})e  le  cylindre  suivant  une  deuxième  génératrice  qm,  q'm'  et  le  cône  suivant 
sr,  s\r[;  leur  point  commun  m,  m  est  un  point  quelconque  do  l'intersection  cherchée.  La  tangente 
en  ce  point  est  nd,  m't'  intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  ce  point.  Pour  avoir  une 
horizontale  du  plan  tangent  au  cône  au  point  ni,  ni',  nous  nous  sommes  servis  d'un  plan  horizontal 
auxiliaire   H';    nous  en  avons  déduit  la  trace  horizontale  st   du  plan  tangent  au  cône. 

Nous  avons  en  même  temps  déterminé  le  point  v,  n'  on  sm,  .s'm'  rencontre  le  plan  de  lune  des 
bases  du  cône  et  le  point  p,  p'  où  qm,  q'm'  perce  le  même  plan.  Les  tangentes  vn,  v'n'  et  ym,  pV  en 
ces  points  ont  été  obtenues  au  moyen  de  l'hori/onlalc  À-,  )/-'  de  ce  plan  de  base,  horizontale  (jui  a 
pour  projection  verticale   X'iTr'i   sur  un  plan  vertical  auxiliaire  défini  par  x^y^   perpendiculaire  à   xy. 

Cherchons  maintenant  le  point  double  e'/'  de  la  jirojection  verticale;  il  est  sur  l'axe  de  symétrie 
s'e'  de  cette  projection.  Tout  revient  à  trouver  le  point  de  l'intersection  qui  est  sur  la  génératrice  du 
cône  projetée  horizonlalement  en  ss'Ic.  Dans  le  système  x^yi  sa  projection  verticale  est  ^i/^;  le 
plan  auxiliaire  qui  donne  ce  point  a  pour  trace  verticale  y\f'ih  et  par  suite  67V  dans  le  système  xy. 
Il  coupe  le  cylindre  suivant  la  génératrice  Je,  J'e',  d'oîi  le  point  ce';  l'une  des  tangentes  en  ce  point 
est  te,  te' .  L'autre  tangente  au  point  double  est  en  projection  horizontale.  la  pirallèle  à  te,  menée 
par  /■  et  en  projection  verticale  la  symétrique  de   te'  par  rapport  à   s'e' . 

Nous  avons  également  déterminé  les  tangentes  aux  points   ce  ,  dd'    et   aa'. 

M.  fiiuiiLioN,  du  \\i:f-c  d'Amiens,  a  extîculé  ccUe  épuic. 
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CONCOURS  GÉNÉRAUX  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

Mathémaliques  (Paris  et  départements). 

344.  —  On  donne  un  triangle   ABC    dont  les  côlés  ont  respectivement  pour  équalious 

X  ==  0,  Y  =  0,  Z  =  0; 

une  conique    S    louchant  en   A    et   B   les  côtés   CA,    CB    de  l'angle   ACB   et  dont  ré(iualioa  est 

XY  =  Z2. 
Sur  cette  conique   S    on  prend  le  point   [j.   défini  par  les  équations 

X  =r  Y   =  Z  , 

et  un  point  variable    M  ;    enfin  on  désigne  par  v  le  point  où  la  droite   Ca   rencontre  la  corde  de  contact  AB. 

Gela  posé,  on  joint  le  point  M  à  Tun  des  deux  points  //(  de  la  droite  AB  qui  ont  même  polaire  par 
rapport  aux  deux  angles   AMB,    ijlMv. 

1°  Démontrer  que  le  point  M  décrivant  la  conique  S,  la  droite  Mwi  enveloppe  une  courbe  —  du  qua- 
trième ordre  et  de  la  troibième  classe  dont  l'équation  eu  coordonnées  tangenlielles  est 

j|3  _j_   j;3  —  uvu), 

:2"  Aux  points  où  une  droite  D  rencontre  la  courbe  2  on  mène  à  cette  courbe  les  tangentes  T,,  T.,,  T3,  T4 
et  l'on  considère  la  conique  C|  insciite  dans  le  pentagone  formé  par  ces  quatre  tangentes  et  la  droite  AB  ; 
démontrer  que,  si  l'on  assujettit  la  conique  C,  à  passer  par  un  point  donné  P,  la  droite  D  envelop;ie  une 
conique    C2. 

3°  Montrer  que  la  conique  C2  se  réduit  à  deux  points  f,  f  quand  le  point  P  est  sur  une  certaine 
conique    C3  ;    trouver  dans  ces  conditions  l'enveloppe    "L'   de  la  droite   ff   et  le  lieu  des  points   f,f'. 

,21  mai,  (le  10  h.  à  ô  h.) 
Chimie  (Paris). 

I.—  Cyanogène,  acide  cyanliydrique. 

II.  —  345.  Deux  gaz  dillerents,  occupant  le  même  volume  dans  les  mêmes  comliiions  de  température  et 
de  pression,  sont  mélangés  dans  un  vase  A.  La  densité  du  ni' lange  par  rapporta  l'IiNdrogèiic  est  7,.").  Le 
vase  A  est  séparé  d'un  vase  B  primitivement  vide  par  une  cloison  mince  percée  d"uu  très  petit  trou.  Celui- 
ci  ayant  été  débouclié  pendant  un  temps  très  court,  une  certaine  quantité  des  deux  gaz  s'est  répandue  dans 
le  vase   B   et  y  l'orme  un  mélange  dont  la  densité  par  rapport  à  riiydro:,'ène  est  y/  11.  Ou  demanle: 

1"  Quel  est  lo  poids  de  chacun  de  ces  gaz  occupant  le  même  volume  qu'un  poids  d'hydrogène  égal  à  '1; 

2°  Quels  peuvent  être  ces  deux  gaz; 

3°  D'imaginer  une  expérience  permettant  do  lever  toute  ambiguïté  sur  la  nature  des  deux  gaz  tiui  forment 

le  mélange  primitif. 

(i8  mai,  île  10  U.  à  i  h.  /  :?.) 

Physique  (Paris). 

I.  —  Mesure  des  températures. 

II.  —  346.  On  admet  comme  démontré  : 

1"  Que  le  coelHcicnt  do  dilatation  cubicjue  o>t  le  triple  du  coellicieut  de  dilatation  linéaire; 

2»  Que  la  dilatation  d'une  enveloppe  est  exactement  colle  qu'elle  subirait  si  elle  faisait  partie  d'une  masse 
solide  et  continue  de  la  môme  substance. 

Ceci  pose,  on  détermine  le  coeHicieul  de  dilal.ition  absolue  du  mercure  p\i  la  méthode  suivante  : 

Deux  tubes  de  même  verre,  de  l  mètre  de  longueur  et  de  "2()  millimètres  de  diamètre  environ,  sont  placés 
côte  à  côte  dans  une  même  étuve  qu'on  peut  porter  à  diverses  températures. 

L'un  est  en  communication  avec  un  manomètre  et  constitue  une  espèce  de  tliermomèlre  à  air.  Ou  connaît 
lo  volume  V  du  réservoir  à  0"  et  le  volume  très  petit  p  du  tube  de  jonction  jusqu'au  repère  a  de  la  petite 
branche  du  tube  manométriciue.  Ce  tube  porte  vers  ses  extrémités  deux  traits  dont  on  a  mesuré  la  dislance 
/q  à  0".  Un  appareil  micromôlrique  extérieur  permet  de  relever  la  variation  do  distance  de  ces  deux  traits  aux 
diverses  températures. 
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e  lubc,  dont  lo  volume  à  0"  est  V,  est  rempli  de  mercure  et  constitue  un  thermomètre  à  poids, 
spérieuce  consiste,  les  tubes  étant  à  une  température   T,    dans  les  opérations  suivantes: 


L'autre  tube,  dont  lo  volu 

Une  ex 

1*^  Relever  la  variation  de  distance  des  deux  traits; 

^2f>  Mesurer  la  pression  II'   donnée  parle  manomètre; 

;}o  Peser  le  mercure  sorti  de  l'appareil. 

Application  /j«;/i»T«(/ut'  ; 

V  —  \"  —  3(K)  centimètres  cubes,  v  =  \  centimètre  cube. 
Température  extérieure  :  /  —  0". 

—  — -  =  =z^'      Poids  du  mercure  sorti  :  /;  =  !1U'',936. 
•o  ' '* 

H' 

-jY  =  1,5-407  (H  étant  la  pression  à  O"). 

Densité  du  mercure  à  0"  :  Dg  =  13,596. 

1 

Coefficient  de  dilatation  do  l'air  :  a  :=  ,^=;t' 


{■êi  tuai,  fie  10  h.  à  /,  h.  1/2.) 


ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 

Physique  et  chimie. 
Physique.  —  I.  —  Cathétomètre  ; 

II.  —  Détermination  du  coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  par  la  méthode  de  Dulong  et  Petit 
seulement. 

Chimie.  —  Acide  azoteux,  acide  phosphoreux,  acide  arsénieux. 

N.  B.  —  On  n'a  pas  à  indiquer  les  méthodes  servant  à  déterminer  la  composition  de  ces  corps. 

(i8  mai,  de  7  h.  à  10  h.) 
Mathématiques. 

347.  —  On  donne  une  sphère  S  et  une  droite  A,  dont  les  équations,  par  rapport  à  un  système  de  trois 
axes  rectangulaires   Ox,  Oy,  Oz,   sont 

x2  H-  j/2  _|_  _22  —  r2,  X  —  az  +  p,  y  ^  bz  +-  q. 

Par  le  diamètre  de  la  sphère  qui  coïncide  avec  Oz,  on  fait  passer  un  plan  quelconque,  P,  et  l'on  prend, 
relativement  au  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan,  la  polaire  du  point  où  ce  plan  rencontre   A. 

1°  Trouver  l'équation  et  reconnaître  la  nature  du  lieu  engendré  par  cette  polaire,  lorsque  le  plan  P  tourne 
autour  de   Os; 

'2P  Trouver  les  séries  de  plans  réels  qui  coupent  la  surface  i]  ainsi  obtenue  suivant  des  cercles,  et  vérifier 
que  les  plans  d'une  de  ces  séries  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  menés  à  la  sphère  B    par  la  droite    A. 

3°  Faire  voir  que  si  l'on  déplace  la  sphère  S  sans  changer  son  rayon  de  manière  à  amener  son  centre  en 
un  nouveau  point  0{  de  l'axe  Oz,  il  est  possible  de  déterminer  une  nouvelle  position  Ai  de  la  droite  A, 
telle  que  la  nouvelle  surface  il, ,  engendrée  à  l'aide  de  A,  comme  on  l'a  indiqué  ci-dessus,  coïncide 
avec   ^. 

4"  Trouver  le  lieu  des  positions  de  lu  droite  A,  quand  le  point  0(  centre  de  la  sphère  se  déplace 
sur   Or. 

-V.  li.  —  On  conservera  toutes  les  notations  indiquées  dans  l'énoncé. 

(*!)  mai,  (le  7  h.  à  11  h). 

Caleul  Irigonométrique. 

On  donne  les  deux  côtés   6  et  r-  d'un  triangle,  et  l'angle  compris   A,  savoir  : 
h  ^  4«J73'",817,  c  r=,  5  786"',89-2,  A  =  76°  43'  32". 

Calculer  le  côté   a,   les  angles  B  et  C  et  la  surface  du  triangle. 

(29  m<ii.  ilv  i  h.  1/2  à  H  h.. 
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Géométîie  descriptive. 

348.  —  On  donne  un  cube   ABGDA'B'G'D',    ùoiit  la  base   ABGD   est  horizoniale.  La  diagonale   AC,    eu 
projection  horizontale,  est  parallèle  aux  grands  côtés  du  cadre  et  à  130  millimètres  du  bord  de  gauche  ;  le 
sommet  B    est  à  sa  droite. 

Les  sommets  G  et  A  sont  respectivement  à  130  et  à  180  millimètres  du  bord 
inférieur  du  cadre;  la  projection  verticale  du  centre  du  cube  est  à  3io  millimètres  de 
ce  bord. 

La  diagonale  GB'  de  la  face  GBG'B'  est  prise  comme  génératrice  :  1°  d'un 
cylindre  de  révolution  dont  l'axe  paSiC  par  le  centre  de  la  base  supérieure  A'B'G'D'; 
2°  d'un  hyperboloïde  de  révolution,  dont  l'axe  est  vertical  et  passe  par  le  centre  du 
cube. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  de    l'hyperboloïde, 
supposé  plein,  qui  est  comprise  entre  les  plans  des  bases  supérieure  et  inférieure  du 
cube  et  à  l'intérieur  du  cylindre. 
On  représentera  les  lignes  d'intersection  en  traits  noirs  pleins  pour  les  parties  vues,  et  en  points  noirs 
ronds  pour  les  parties  cachées. 

On  indiquera  eu  traits  roag3S  la  construction  d'un  point  quelconque  de  l'intersection  de  l'hyperboloïde  et 
du  cylindre  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

(30  mai,  de  7  h.  à  U  h.) 


EGOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

Mathématiques. 

349.  —On  considère  les  coniques  représentées  par  l'équation 

cc2  +  2Xxy  —  2X6a:  —  i(a  —  b)y  =  0, 
où   a,  I)    sont  deux  constantes  et   X   un  paramètre  variable. 

!«  Prouver  que,  si  X  varie,  les  polaires  d'un  point  fixe  M  par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  un 
point  fixe   P,    dont  on  calculera  les  coordonnées,  au  moyen  des  coordonnées  du  point   M. 

2°  On  fait  décrire  au  point   M    une  droite  arbitraire    A 

ux  -h  vy  -h  w  =^  0  ; 
prouver  (juc  le  point   P   décrit  alors  une  conique   S  et  que,  lorsque  A  se  déplace  dans  le  plan,  la  conique  S 
se  déforme  en  passant  par  trois  points  fixes   A,  A',  A".    Inversement,  quand  le  point   P   décrit  la  conique  S, 
le  point   M    décrit  la  droite   A;    que  devient  il  quand  le  point   P    vient  on  l'un  des  trois  points   A,  A',  A'? 

3°  Où  doit  être  pris  lo  point  M  pour  que  le  point  P  soit  rojeté  à  Tinlini?  Quelle  position  doit  ovoir  la 
droite    A    pour  que  la  coni([i.'e   S    qui  lui  correspond  soit  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  uut'  parabole? 

•4"  On  considère  toutes  les  coniques  S  qui  sont  des  paraboles  et,  en  particulier,  les  axes  de  ces  courbes. 
Prouver  que  par  tout  point  du  plan  il  passe  trois  de  ces  axca;  distinguer  les  points  du  plan  pour  lesquels  ces 
trois  axes  sont  réels  et  ceux  pour  les(|uels  un  seul  axe  est  réel. 

5"  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  de  ces  axes  se  coupent  à  auj^le  droit. 

;  Il  juin,  6  heures.) 

Phi/niquc. 

Indiquer  et  comparer  les  dilTérents  systèmes  opticjiies  que  l'on  pout  employer  pour  projeter  au  loin  un 
faisceau  do  lumière. 

350.  —  i';iu(iier  l'éclaircmenl  produit  à  une  distance  très  grande  L  par  un  projecteur  formé  d'un  objectif 
infiniment  mince,  de  surfac(!  S  et  de  distance  focale  E,  et  muni  d'une  source  lumineuse  de  surface  s  cl 
d'éclat  intrinsè(iuc  uniforme  E,  placée  normalement  à  l'axe  tout  près  du  foyer.  Con-;idéror,  en  particulier, 
l'image  donnée  par  un  objectif  récepteur,  do  surface  S'  et  de  foyer  F',  installe  à  la  distan«-i>  L  eu  regartl 
(le  l'objectif  transmetteur;  déterminer  enfin  l'efiet  produit  par  un  oculaire  servant  à  examiner  celte  imago. 
On  négligera  les  pertes  de  lumière  par  absorption  cl  par  réilexion. 

ti  juin,  6  heures.) 


33U  g  LESTIONS    rKUPUSKKS 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


'351.  —  On  ilonno  un  cercle  0,    deux  diamètres  iecl<int:,uluiios  fixes  0.v,Oi/  otdeux  points  A  et  IJ 

sur  un  troisième  iliainètre.  Ou  joint  A  au  point  où  une  tangente  (quelconque  au  cercle  0  coupe  0.retB 

au  point  où  cette  uièuie  tangente  couj)e  0//;   ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  M.   On  demande: 

1°  De  trouver  le  lieu  du  point    M    (juand  le  }))iut  de  contact  de  la  tangente  parcourt  le  cercle;  ce 

lieu  est  uue  conique  ; 

2"  De  discuter  le  geure  de  la  conique  trouvée  suivant  la  position  du  poiut  A   dans  le  plan  eu  sup- 

posant  que  le  rapport    rrrr^  =  X     reste  fixe.  Le  lieu  peut-il  être  un  cercle? 
OB 

8"  De  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  quaud    A    restant  fixe,  on  fait  varier   À  de  —   oo 

à  +    X.    On  examinera  si  tous  les  points  du  lieu  trouvé  répondent  à  la  question, 

.        (E.  D.). 

352.  —  ])un  poiut  A  d'une  ellipse  ou  mène  les  trois  normales  AM,  AN,  AP  (indépendamment 
de  la  normale  au  point   A);  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  points    M,  N,  F    forment  un  triangle    BGD. 

Trouver,  lorsque  le  point    A   décrit  l'ellipse: 

i"  Le  lieu  des  sommets  de  ce  triangle   BCD; 

2"  Le  lieu  du  poiut  de  concours  des  hauteurs; 

8"  Le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  côlcs,  el  du  cercle  circonscrit; 

\"  L'enveloppe  du  cercle  circonscrit. 

(P.  PuiG,  professeur  au  Lycée  d'Agcn.) 

353.  —  On  donne  une  conique  tangente  eu  B,  C  aux  ileux  côtés  AB,  Ad  du  triangle  ABC; 
deux  points   P,  Q   conjugués  par  rapport  aux  points    B,  G,    et  un  point  S. 

Autour  du  sommet  A  ou  fait  pivoter  la  sécante  ARR'  qui  coupe  la  conique  aux  points  R,  R', 
que  l'on  joiut  aux  points  P,  Q  de  façon  à  déterminer  le  quadtilalèro  PMQN,  et  l'on  considère  les 
coni(iues  (1)  inscrites  dans  ce  quadrilatère  pour  lesquelles  les  tangentes  issues  du  poiut  S  forment 
nu  faisceau  harmonique  avec  les  droites   SP,  SQ  : 

1"  Démontrer  que  les  coni(|ues    (i^)   sont  inscrites  dans  un  ([uadrilatère  fixe. 

2*^  Trouver  le  lieu  des  points  H  d'où  l'on  peut  mener  aux  coniques  (L)  des  tangentes  formant  un 
faisceau  harmonique  avec  les  droites    HP,  HQ. 

'4"  Que  doivent  être  les  points    P,  Q,    pour  que  ce  lieu  soit  un  cercle:^ 

4°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  coniques   (2)   avec  les  côtés  du  quadrilatère   PMQN. 

(P.  PUIG.) 

Avis.  —  Dorénavanf,  toutes  les  communicalions  faites  à  M.  Niewenglowski  devront  lui  être  adressées 
33,  rue  de  l'Arbalète,  à  Paris. 

Nous  prions  de  nouveau  nos  correspondants  de  vouloir  bien  nous  faciliter  ruxameu  de  leurs  solulious  en 
rcdii,'eant  chacjue  (lucslion  sur  une  feuille  distincte. 

Nous  n'avons  pu  signaler  toutes  les  solutions  adressées  par  MM.  Escot  cl  Fiugei,  (jui  avaient  oublie  cette 
recommandation. 

^- • 

Le  Rédacteur  Gcrant  :  H.  VUIBKRI'. 

PARIS..  —  mmiiiitRi)  i.tuix.  —  ll".'îO-t-w* 


4^  année.  N»  10.  Juillet  1894. 
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303.  —  On  considère  les  parnbolcs  passant  par  un  point  donné  A  et  tangentes  à  un  cercle  donné  de 
centre  0  en  deux  points  variables   M  et  M'  ; 

^^  Former  l'équation  générale  de  ces  paraboles  et  suivre  les  vainalions  de  leur  paramètre  quand  leur  axe 
tourne  autour  du  point  0  ; 

2"  Enveloppe  de  la  corde  MM'; 

3°  Lieu  du  milieu  de  MM'  ; 

4'^  Lieu  du  point  de  concours   T  des  tangentes  MT  et  M'T  au  cetxle  et  à  fa  parabole  en   M  et  M'  ; 

5"  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMM'. 

(Certificat  d'apt.  à  Venseig-n'  spécial,  1893,  i"  session.) 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  de  centre   0,  et  posons   OA  =  a. 

Soit  y  —  mx  (1) 

l'équation  de  l'axe  de  la  parabole,  et 

mij  +  X  +  k  =  0  (2) 

celle  de  la  droite   MM'. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  au  cercle  donné  en   M  et  M'   est 

a-a  +  ^a  _  j^2  _^  i{^,ny  ^  X  +  ky  =  0. 

Cette  conique  sera  une  parabole  si 

1'^.  —  L'équation  générale  des  paraboles  devient  alors 

ou  il)  -  mx)""  -  2k{my  +  x)  -  k'  -  \\\\  +  m'')  -~-  i\  (4) 

Exprimons  que  la  parabole  (3)  passe  par  A;  on  a  la  condition 

{a'  -  R»)  (I  +  m»)  irz  {a  4-  A)»  (5) 

qui  lie  entre  eux  les  paramètres  variables    m  et  k. 
L'équation  (4)  peut  encore  s'écrire 

(//  -  mxy  =  ^2/.:   my  +  x  ^ ^ ■    •  (b) 

Sous  cette  lornie,  la  [jicnnî'ro  i)aroutlièso  représL'uto  l'équation  do  l'axe,  et  la  fonction  entre 
crochets  est  le  premier  membic  île  l'équation  do  la  tangente  au  sommet.  Si  2îrf  représente  le  paramètre 
de  la  parabole  (0),  on  a 


v/i   -+-  m« 
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D'aju-ès  (.*)),  ou  obtient  îo'   en  fonction  de    m  : 
Si  ou  pose    ti;  a  =  ;«, 


y/l 


-  \/a'-  K' 


"d  =  a  cos  a  ±  ^a'^  —  H*. 
Pour  que  le  parambtro   xS    soit  réel,  il   faut  que    a  >  R,     c'est-à-dire  que  le  point  A   soit  à 
l'intérieur  du  cercle. 


Si     a  =  0,  j.i  =  a±  y/g'  -  R'  ; 

a  =  90°,  ■Gi=  ±  y/a'  -  R»; 


a  =  180%  Td=  -  a±  \/a'  -  R»; 

a  =  270",  -f.i  =  ±  \/a»  -  R\ 

Donc,  en  général,  pour  une  valeur  quelconque  de  a,  on  a  deux  valeurs  de  Tii.  Ces  deux  valeurs 
se  confondent  pour  a  =  90".  En  regardant  îrf  et  a  comme  des  coordonnées  polaires,  on  voit  que 
le  paramètre  varie  comme  le  rayon  vecteur  d'un  limaçon  de  Pascal. 

2'>.  —  Pour  avoir  l'enveloppe  de  MM',  éliminons  d'abord  A  entre  les  équations  (2)  et  (o),  on 
trouve  {a'  -  R-)  (1  +  w»)  =  (my  +  x  -  ay 

eu,  en  ordonnant  par  rapport  à  w, 

m^lf  -  (o*  -  R*)]  +  2wy(x  -  a)  +  {x  -  ay  -  (a*  -  R»)  =  0. 
En  exprimant  que  cette  équation  en  m  aune  racine  double,  il  vient  pour  l'équation  de  l'enveloppe 

(x  -  ay  +  y  =  a»  -  R». 


C'est  un  cercle  de  centre   A   et  de  rayon   \/a^  —  R*. 

3".  —  En  éliminant  m  et  k  entre  (1),  (2)  et  (o),  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu  du  milieu  de  MM' 

\x'+y^  -  axy  =  (a»  -  R*)(i-^  +  y^), 

ou,  en  coordonnées  polaires,  

r  =  a  cos  0  +  y/o^  —  R'-. 

On  reconnaît  là  l'équalion  d'un  limaçon  de  Pascal  dont  la  circonférence  directrice  a  pour  diamètre 

OA   et  dont  le  module  est  y/a*  -  K-.    C'est  le  limaçon  déjà  obtenu  plus  haut. 

4'.  —  Soient  y.  et  ji  les  coordonnées  du  pôle  T  de  la  corde  MM',  dans  le  cercle.  L'x  polaire  de  T  a 

pour  équation 

^  '  oix  +  ^y  -  R'  =  0.  (7) 

_  m       1  /i"  /Qx 

Identiflons  (2;  et  (  /;;  il  vient  -  =  -  =  ::7p(^*  ^°^ 

Si  nous  éliminons  m  et  k  entre  l'équation  (oi  et  les  deux  équations  (8;,  on  trouve 

(aoL  -  R*)'' 
^  '  a*  -  R» 

C'est  une  hyperbole  ayant  l'un  de  ses  foyers  en   0,   et  pour  directrice  la  droite 

R" 

a  =  —  • 
a 

La  conique  (Oj  n'est  une  hyperbole  que  si    a  >  R. 

Lorsque   a  <  R,    la  conique  (9;  représente  une  ellipse  imaginaire. 


(9) 
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5.  —  L'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMM'  est 

x'^  +  y^  —  B."^  _  my  -+■  X  +  k 
o*  -  R*       ~        a  +  k 

les  coordonnées  de  son  centre  sont  déterminées  par  les  équations 

2.r       _      1 
a'  -  R"  ~  a  +  k' 

1y  m 

a*  -  R»  ~  a  +  /t' 

on  a  en  outre  (a*  -  R'j(l  +  rn'')  =  {a  +  kf  ; 

en  éliminant  m  et  k   entre  ces  trois  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu. 

qj  q}    f(» 

On  a  d'abord  m  =  —  t  puis  a  +  k  = 


x'  ^  ■  2x 

en  portant  dans  la  dernière,  il  vient 

x-"  +  y 


,  _  (g^  -  R')' 


v/a*  —  R*. 
équation  d'un  cercle  de  centre   0  et  de  rayon  ■ 


-'  (E.-N.  B.VHISIEN.) 

Autres  solutions  :  .MM.  AiDOiN  (Louis-lo-Crand)  ;  L.  Bassal  (Toulouse);  Braillion  (Louis-le-Grand):  A.  Clapibr  (Lyon);  Chollbt  iPoiiiers)  ; 
A.  Corbiùre;  Desco.mbbs  (Annecy);  R.  Estor;  F^agatu  (Montpellier);  Lecoivrelii  (Beauue);  Lisssald (Saint-Louis);  Metnibr  (Louis-Ie-GranJ  ;  Nillis 
(Condorcet);  G.  Polilliart;  G.  Tzitzkica  (Bucarest);  Tanasesco  (Bucarest). 

M.  P.  Dl'tkch  (Toulouse)  fait  observer  ([ue  la  Revue  a  déjà  publié  les  iiuatre  premières  parties  de  la  question  et  il  traite  une  question  plus 
générale  en  remplaçant  les  paraboles  par  des  coniques  d'exccnlricild  donnée. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

1°  Menons  du  point  A  la  perpendiculaire  AP  sur  la  corde  des  contacts  MM'  du  cercle  et  de  la 
parabole.  La  parabole,  le  cercle  et  la  droite  double  MM'  déterminent  une  involutiou  sur  la  droite  AP. 
Le  point  central  de  cetle  involution  étant  le  point  A,  et  l'un  des  points  doubles  le  point  F,  on  peut 
écrire,  en  appelant  C  et  D  les  points  de  rencontre  de   AP   avec  le  cercle   0; 

T?'^  =  AC  X  AD, 
ce  qui  montre  que  le  carré  de  la  distance  du  point  fixe  A  h  la  corde   MM'  reste  constant  et  égal  à  la 
puissance  du  point  A  par  rapport  au  cercle  0;   donc  l'enveloppe  de  MM'  est  le  cercle  de  centre  A 
coupant  orthogonalement  le  cercle   0. 

2°  Le  milieu  I  de  la  corde  MM'  est  le  pied  île  la  perpendiculaire  abaissée  tlu  point  0  sur  ootle 
corde,  et  comme  MM'  reste  constamment  tangente  au  cercle  A,  le  lieu  du  point  I  est  la  polaire 
d'un  cercle  par  rapporta  un  point  de  son  plan;  c'est  tlonc  un  limaçon  ilo  Pascal  ayant  son  point 
double  en  0. 

3°  Le  cercle  et  la  parabole  étant  tangonls  en  M  et  M',  K>  point  de  concours  1  dos  taiigenfos  en 
M  et  M'  peut  ùlre  considéré  cumino  le  pôle  tie  la  corde  MM'  par  rapp-ort  au  cercle  0.  On  voit  que 
la  question  revient  à  trouver  le  lieu  des  pùle.s  des  tangentes  h  un  cercle  A  par  rapport  ti  un  autre 
cercle  ().  Ce  lieu  n'est  autre,  comme  on  sait,  que  la  polaire  récipro(iue  du  cercle  A  par  rapport  au 
cercle  0,  c'est-à-dire  une  conique  ayant  un  foyer  en  0,  et  pour  directrice  la  polaire  du  point  A  par 
rapport  au  cercle   0. 


■A\{) 
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4"  Considérons  tlcux  cercles  orthogonaux   A   et   0.    Il  s'agit  de  déterminer  le  lieu  du  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,   BC   étant   une  tangente  quelconque  au  cercle  A.    Soit  w   ce 

centre,  intersection  de  la  perpendiculaire  menée  do  0  sur  BG  et  de 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  F  de  AB.  Soit  D  le  point  de 
contact  de  la  tangente  B('.  Menons  FI,  parallèle  à  AD.  Le  point  I 
sera  le  milieu  do  BD,  et  FI  sera  perpendiculaire  sur  BC  et  par 
suite  parallèle  à  Oo).  Tirons  Fw  et  01,  Soit  H  le  point  de  rencontre 
de  AB  avec  le  cercle  0.  Les  deux  cercles  A  et  0  étant  orthogonaux, 
la  droite  HD  est  la  polaire  du  point  B  par  rapport  au  cercle  A,  donc 
l'angle  BHL  est  droit,  et  les  points  B,  0,  L  sont  en  ligne  droite.  La 
droite  01  qui  joint  les  milieux  des  côtés  du  triangle  BDL  est  donc 
parallèle  à  HD  qui  est  perpendiculaire  sur  AB,  et  par  suite  à  Fu), 
perpendiculaire  sur  la  même  droite.  Le  quadrilatère  OwFI  aj'aril  ainsi 
ses  côtes  opposés  parallèles  est  un  parallélogramme,  donc 

AD 


0( 


FI  = 


Il  en  résulte  que  le  lieu  de   w   est  le  cercle  de  centre  0  ayant  pour  rayon  la  moitié  de  celui  du 
cercle   A.  e,  q.  f.  d. 


SECONDE  SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 


A.  Cazamian. 


Il  est  d'ahord  évident  que  le  point  A   doit  être  en  dehors  du  cercle   0   pour  que  les  paraboles 
dont  il  s'agit  soient  réelles. 

Soit  MM'  la  corde  de  contact  de  l'une  des  paraboles  avec  le  cercle  0  :  on  sait  que  si  AH  repré- 
sente la  distance  du  point  A  à  la  droite  MM'  et  si  AT  est  la  tangente 
issue  du  point  A   au  cercle   0,   on  a 

AH  =  AT  : 

le  lieu  du  point  H,  et  par  suite  l'enveloppe  de  la  corde  MM',  est  un 
cercle  de  centre  A  et  orthogonal  au 
cercle  donné  0. 
D'autre  part,  la  sous-normale  de  la 
parabole  n'est  autre  chose  que  la  dislance  01  de  la  corde  MM'  au 
centre  0  :  01  représente  donc  le  paramètre.  Lorsque  la  droite  MM' 
roule  sur  le  cercle  de  centre  A,  en  partant  de  la  position  T'O,  la 
longueur  01  représente  le  rayon  vecteur  d'un  limaçon  de  Pascal 
ayant  pour  point  double  le  point  0  :  elle  vaiie  donc  eu  valeur  absolue 
de  zéro  à  OD,  puis  décroit  jusqu'à  zéro,  croit  encore  jusqu'à  la  valeur 
OE   et  enfin  diminue  de  nouveau  jusqu'à  zéro. 

La  troisième  partie  de  la  question  (lieu  du  point  I)  est  résolue  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire. 

4°  Le  lieu  du  point  T  est  la  figure  polaire  réciproque  du  cercle 
A  par  rapport  au  cercle  0.  C'est  une  conique  dont  le  point  0  est  un 
foyer  et  admettant  pour  directrice  correspondante  la  polaire  du  point 
A  par  rapport  au  cercle  0.  Cette  droite  est  l'axe  radical  des  deux 
cercles.  Il  est  visible  qu'on  a  affaire  ici  à  une  hyperbole. 

5°  Considérons  \o  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  A,  M,  M'; 
soit  S   son  centre.  Menons  par  le  point    A    la  droite    AK    perpen- 
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diculaire  à    SO    et  représentons  par  R   le  rayon  du  cercle  0,    et  par  a   la  distance   AO.    Puisque 
le  point  I   est  sur  l'axe  radical  des  cercles   S  et  0,   on  déduit  des  deux   égalités 

IS  -  01  =  OS, 

ÂS^  -  R^ 


la  valeur  suivante  de  IS 
d'autre  part,  on  a 
ou  bien 


2IS  =  0S  + 
2IS  =  2IK  +  2SK, 


OS 


(1) 


2IS  =  2\/a^  -  R2  +  2AS.C0S  <p, 
en  représentant  par  cp   l'angle   ASK.   Or  le  triangle   ASO   donne 

-^  ÔS^  4-  ÂS^  -  o^ 


2AS  cos  <p  ~ 


=  0S  + 


AS'  -  a- 


OS  OS 

en  conséquence,  la  valeur  précédente  de  2IS  devient 

-—       AS-  -  a^ 


2IS  =  2v/a«  -  R2  +  OS  + 


OS 


(2) 


égalons  cette  valeur  à  la  valeur  donnée  par  l'égalité  (I  );  il  vient 


2v/( 


—      --       AS'  -  a»       —       AS-  -  R' 

R*  +  OS  H ;r-^ =  OS  -H 


OS 


OS 


d'où 


OS  =  -\/a^  -  R% 


le  lieu  du  point   S   est  donc  un  cercle  concentrique  au  cercle  donné. 

Remarque.  —  Je  ferai  observer  en  terminant  que  cette  dernière  partie  est  un  cas  particulier  du  pro- 
blème de  mathématiques  élémentaires  proposé  au  concours  d'agrégation  classique  de  1893  [Revue, 
tome  II,  p.  191).  Il  sullit  de  supposer  dans  ce  dernier  problème  que  le  cercle  auquel  sont  orthogonaux 
les  cercles  désignés  par  la  lettre   H,   a  un  rayon  nul,  pour  retomber  dans  la  questiou  actuelle. 

A.  Pages,  à  Monipellier. 

Aulros  solutions  g6om(5lii(|ues  :  MM.  L.  Iîa^.sal  (Toulouse)  ;  A.  CiAriEri  (I.vm);  CH'illet  ^^oiliel■s^;  Gerdé>  ((.'.ondorccD;  Lecoi  vueir  (Bcaune): 
Meïmiek  (Louis-lc-Orand);  Nillls  (Condorcet). 


304.  —  On  considère  une  ellipse  et  une  direction  fixe.  D'un  point  P  du  i/rand  axe  on  mène  une  parallèle 
à  la  direction  donnée.  Le  point   P  se  mouvant  sur  le  grand  axe,  on  demande  : 

/"  Le  lieu  du  conjugué  liarmonii/ue  du  point  P  par  rapport  au.v  /)oints  d'inter'ieelion  des  paralU'les  menées 
par    V    à  la  direction  donnée; 

:i^  Le  lieu  des  .soninie/s  du  lieu  précédent,  lorsque  lu  direelion  clninge  : 

rV"  De  montrer  (pie  ces  lieux  subsistent  jxnu'  toutes  les  et)iii(pies  ijui  ont  1rs  mêmes  sommets  (du  grand  axe). 


Rapportons  l'oUipse  donnée  ji  ses  axes  : 


-^•l        [=0. 
a*        0* 


(i) 


1**  Soient  //  —  mx  =  0   l'équation  de  la  direction  donnée,  et   (A,  0)   les  cûordouuces  d'un  point 
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quelconque   P   du  i>;raud  axe.  Les  équatious  de  la  parallclo  issue  de   P   à  lu  diroctiou  donnée  et  de  la 
polaire  du  même  point  étant  respectivement 

y  +  »,  il-x)  =  0,  (2) 

-  -  l  -  0,  (3) 

en  éliminant  le  paramètre  X  outre  (:2)  et  (3)  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  cherché.  Cette  élimination, 
immédiate,  conduit  à  l'équation 


ou 


xy  —  mx^  -h  mn"^  =  0,  (l) 


qui  représente  une  hyperbole  ayant  son  centre  à  l'origine  et  pour  asymptotes  les  droites  y  —  mx  —  0 
et  X  =  0,  c'est-à-dire  la  direction  donnée  et  l'axe  des  y.  Cette  hyperbole  passe  en  outre  par  les  deux 
points   (//  =  0,  a;  =  ±:  «),   sommets  du  grand  axe  de  l'ellipse.  E'ie  est  donc  entièrement  déterminée. 

Géoraétrifiuemont,  on  peut  remarquer  qu'un  point  quelconque  du  lieu  est  donné  par  l'intersection 
de  deux  droites,  la  parallèle  menée  par  le  point  P  à  la  direction  donnée,  et  la  polaire  de  ce  point, 
qui  peuvent  être  considérées  comme  tournant  autour  de  deux  points  (ixes  :  le  point  à  l'infini  dans  la 
direction  donnée,  et  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  du  petit  axe  de  l'ellipse.  Le  lieu  est  donc  une 
conique  ayant  deux  points  distincts  à  l'infini,  c'est-à-dire  une  hyperbole. 

Cette  hyperbole  a  pour  asymptote  la  direction  donnée  issue  do  l'origine,  puisque,  quand  le  point  P 
est  au  centre  de  l'ellipse,  son  conjugué  est  à  l'infini.  Les  deux  sommets  A  et  A'  du  grand  axe 
appartiennent  aussi  à  l'hyperbole  et  correspondent  au  cas  oîi  le  point   P  est  confondu  avec   A  ou   A'. 

2°  L'hyperbole  obtenue  comme  lieu,  ayant  son  centre  à  l'origine,  l'équation  ([uadrati([ue  dos 

asymptotes  est 

xy  —  mx"^  —  0. 

Eu  formant  ré([uation  quadratique  du  faisceau  des  bissectrices  de  ces  deux  droites, 


ou 


.7-«  -i-  2n)xy  -  //»  -  0,  (o) 


ou  a  imméJiatement  l'équation  de  l'ensemble  des  arcs  de  l'hyperbole,  de  sorte  que  l'élimination  de 
m  entre  les  équations  (4)  et  (o)  conduit  au  lieu  des  sommets  de  l'hyperbole,  m  étant  supposé  variable. 
On  obtient  ainsi  l'équation 

yi    x'^ 

ou,  eu  simplifiant  et  ordonnant,         x^  ■+■  ./•»//-  ■+■  n-{>f  —  x'^)  =  0.  (<5) 

C'est  réi[Uilion  d'une  ([u,irti(iuc  circulaire  admettant  comme  direction  asymptoti(iue  double 
imaginaire  l'axe  dos  //.  L'origine,  centre  de  la  courbe,  est  un  point  double  et  les  tangentes  en  ce 
point  sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  La  courbe  est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  ces 
axes,  et  en  écrivant  ainsi  son  éjfuation: 

x»(a;'  4-  i/*  -  o')  +  «'.'/'  =  0, 

ou  voit  qu'elle  est  complètement  intérieure  au  cercle   principal  de  l'ellipse,  et  lui  est  bitangente  aux 
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sommets  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Cette  quartique  a  la  forme  indiquée  ci-contre,  qui  rappelle  celle 

de  la  lemniscate. 

Géométriquement,  on  peut  déterminer  l'ordre  de  la  cour])C 
et  ses  i)rincipaux  éléments.  Remarquons  que  l'hyperbole  pré- 
cédente passe  toujours  par  les  points  A  et  A',  quelle  que  soit 
la  direction  donnée,  et  a  toujours  pour  centre  Torigine. 
Quand  la  direction  est  confondue  avec  le  grand  axe,  l'hyper- 
bole se  confond  par  suite  avec  ses  asymptotes,  qui  sont  alors 
les  deux  axes  de  l'ellipse,  et  ses  deux  sommets  réels  sont  réunis 
au  centre  0.  Le  point  0  est  donc  point  double  de  la  courbe 
cherchée.  D'autre  part  sur  une  droite  quelconque  OV  issue 
de  0  se  trouvent  deux  autres  points  du  lieu,  correspondant 
à  Ihyperbole  qui  a  pour  as^-mptotes  Oij  et  la  symétrique 
Oi/i  de  Oy  par  rapport  à  OV.  La  courbe  est  donc  du  quatrième  ordre.  Elle  ne  peut  pas 
avoir  de  points  en  dehors  du  cercle  principal  de  l'ellipse,  car  l'hyperbole  passe  toujours  par  les  points 
A  et  A'  et  les  sommets  d'une  hyperbole  sont  les  points  les  plus  rapprochés  du  centre  de  cette  hyperbole 
(lequel  est  toujours  en  0)  ;  ceci  n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  sommet  extérieur  au  cercle  AOA'. 
Les  points  A  et  A'  appartiennent  à  la  courbe  et  correspondent  au  cas  limite  oîi  la  direction  donnée 
est  confondue  avec  le  petit  axe  de  l'ellipse.  Enfin  les  tangentes  au  point  0  sont  les  bissectrices  des 
angles  des  axes,  car  la  droite  OS  par  exemple,  qui  joint  le  point  fixe  0  de  la  courbe  au  point 
mobile  S  et  qui  est  un  axe  de  l'hyperbole,  tend  vers  la  bissectrice  OR  quand  la  direction  (»D  tend 
vers  Ox. 

3°  Les  équations  (4)  et  ((>)  des  deux  lieux  obtenus  ne  contiennent  que  a  et  sont  indépendantes 
(le  h;  donc  ces  lieux  subsistent  pour  toutes  les  coniques  qui  ont  les  mêmes  sommets  du  grand  axe. 

(îéométriquement,  on  peut  remarquer  que  les  éléments  qui  permettent  de  (Construire  les  courbes 

(i)  et  (G)  demeurent  les  m(''mes  quand  on  laisse  lixes  les  sommets   A  et   A'  do  l'ellipse,  en  faisant 

varier  le  petit  axe. 

A.  Ca/vmian. 

Solutions  analogues:  MM.  Ai  douin  t.ouis-le-Grand)  ;  Capitaine  K.-N.  li.viiisiiN  ;  (•.  lu.ocu  iDijon  ; Buxiliion  (Louis- le-Grandi;  V.  Carris;  C»iikx 
Condoiveli  ;  T.  CnoLLirr  (l'oiliorsi ;  F.  Cokiiikiie  ;  Dauiks  «Parisi;  Escor  Liibastiilfr-sur-Lliersi;  H.  Lamukkt  (Alger);  I.kiibi  i<  <Rouen  -.  Li<said 'Saint- 
Louis  i  :  Mi:vNii:iv  (Louis-le-Grand)  ;  (;.  Vm  illuhi  ;  Taxasesco  (Bucarest);  F.  Tuévenot;  11.  VAiimAixT.  — Les  autres  solutions  ctiient  ioeiaclcs  (Tautcs 
de  calcul,!. 


316.  —  Soient  A,  13,  (1,  trois  points  d'une  parabole  dont  les  normales  sont  concourantes.  Les  tangentes  en 
A  et  B  se  coupent  en  C,  celles  en  A  et  C  se  coupent  en  B',  et  celles  en  B  et  C".  se  coupent  en  A'.  Les  points 
A,  B,  C  se  projettent  sur  la  tant/ente  au  sommet  respectivement  en  A  ",  B",  C".  Démontrer  la  relation 


AB^  -  A'B'^  =  y  k"B"-- 
4 


Soit  //-  —  2px  =  0  l'équation  de  la  i)arabole  et  (x, ,  //,),  (x, ,  y,),  (.r,,  y,)  les  coordonnées  îles  (rois 
points  A,  B,  C.  On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  sullisanfe  pour  que  les  normales  en  ces  poiuts 
soient  concourantes  est 

//i  +  .'/»  +  J/,1       <^. 

Ou  a  AB-  =  (j-,,  -  .r.,V  -+-  i.v,  -  y,y-, 

ou,  eu  remplaçant  .r,  et  .r..  pai-  leurs  valeurs  !.-  et  '-.^  » 

zp       Ip 

Ab^M„,-.V.)-f-^#'-..]       «,-,,.).[«..]. 


3H  GËOiMÉTRIE  ANALYTIQUE 


D'autre  {lart,  la  j)olaire  d'un  point  (x,  fi), 

Py  -  /'•''  -  P^  ^  0, 
rencontre  la  parabole  en  deux  points  dont  les  ordonucas  sont  racines  de  l'équation 

//^  -  i2[i//  +  '2y>x  =  0; 
si  l'on  écrit  que  colto  équation  a  i)our  racines  y.^  et  //j.  a  et  [i  seront  les  coordonnées  du  point  A'. 

On  aura  ainsi  <x  =  -Ml.  a  =¥l±ll. 

1  1  '1  •     X      II.  ,      1  .  '/s'/i  Vs   """'/l 

les  coortlonnces  ilu  point   ii    seront  de  même  ^—  et  ^ — t^~\    par  suite,  on  aura 

4  47J* 


On  a  donc  AB'  -  A'B'^'  =  }  (y,  -  y,)-  =  ï  A"B"'. 


Jean  Tanasrsco,  à  Bucarest. 


Solutions  analogues  par  MM.  A.  Cazimian;  Dvkiè^  uené  Le:ohvkeur,  à  Beaune;  R.  Leheup,  à  Houen;  M  lot,  lycée  Saint-Louis;  F.douarl 
Noncol;  g.  a.  PoiiLLuni;  A.  Prot,  lycée  de  Nancy;  G.  Tzitzeica,  à  Bucarest. 


318.  —  On  considère  une  Icmniscate.  Soient  0 /e  point  double,  A,  B,  C,  D,  E,  F  six  points  de  la 
courbe.  On  trace  les  cercles  circonscrits  auv  irianyles  OAB,  ÔBC,  OCD,  ODE,  OEF,  OFA.  Les  cercles 
(OAB,  ODE);  (OBC,  OEF);  (OCD,  OFA)  ont  respectivement,  outre  le  point  0,  trois  points  communs,  H, 
K,  L.   Prouver  que  le  quadrilatère  OHKL  est  imcriplible. 

Transformons  la  figure  par  inversion,  le  point  double  de  la  lemuiscate  étant  pris  pour  pôle.  Cette 

courbe  se  transforme  en  une  hyperbole  équilatère,  et  le  théorème  à  démontrer  est  le  transformé  du 

théorème  de  Pascal  appliqué  à  cette  hyperbole. 

A.  PnoT,  lycée  de  Nancy. 

Solutions  identiques  par  :  MM.  A.  Aidoin;  G.  Blocu,  lycéo  de  Dijon;  A.  Caiien,  lycée  Condorcet;  Ciiollet,  lycée  do  Poitiers;  E.  Contejean  ; 
R.  EscoT,  à  Labas  ide-sur-Lliers;  A.  Flagel,  soldat  au  l'iO»  régiment  d'infanterie,  à  Bruyères  (Vosges);  Mey^iei!,  lycée  Louis-le-Grand;  Mofuau,  lycée 
Saint-Ljuis;  G.  Tzitzeica,  à  Bucarest;  Augustin  Witzig,  lycée  Condorcet. 


319.  —  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  dam  une  hyperbole  équilatère  aux 
points  ou  ces  côtés  rencontrent  une  asymptote  sont  concourantes. 

Prenons  pour  axes  les  asymptotes  de  l'hyperbole,  dont  l'équation  sera  alors 

xy  —  rt'. 
Désignons  par     (i'i,,'/i),  (x.t,  y^),  (c, ,  1/3)     les  coordonnées  des  sommets    A,  B,  G    du  triangle 
inscrit;  la  droite   BC  a  pour  équation] 

elle  rencontre   Ox  en  un  point  A'    ayant  pour  abscisse     -^^ -j^^j^  ^     expression  qui  peut  s'écrire 

1/3  ~  1/2 
O"         a^ 
x,  -t- .r, ,   on  remplaçant  //,   et   //,  par  —   et  — .    Ce  résultat  s'obtient  d'ailleurs  plus  rapidement  en 

remarquant  que  le  segment  OA'  est  le  double  de  l'abscisse  du  milieu  de  BC. 
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L'équation  de  la  droite  passant  par   A'   et  perpendiculaire  à   BG   sera 

y  =  -  -7 -'  [x  -  x^  -  X,) 

Ui       2/2 

ou  x{x3  -  x^)  +  /y(y3  -  j/,)  +  x\  -  xl  =  0. 

Les  deux  droites  analogues  auront  pour  équations 

x{Xi  -  .T3)  +  y{yi  -  7/3)  +  a-l  -  xf  ^  0, 
x{Xi  -  Xi)  +  2/0/2  -  ?/i)  +  x\  -  xi  =z  0. 

En  ajoutant  ces  trois  équations  membre  à  membre,  on  a  uac  identité.  Donc  les  trois  droites  sont 
concourantes. 

Il  résulte   de  cette  démonstration  ([ue  l'asymptote    Ox    est  une  droite  de  Simsou  relative   au 

triangle   ABC;    on  en  conclut  que  l'enveloppe  des  droites  de  Simson  relative  à  un  triangle  coïncide 

avec  l'enveloppe  des  asymptotes  dos  hyperboles  équilutèrcs  circonscrites  à  ce  triangle.  Cette  enveloppe 

est  une  liypocycloïde  à  trois  rcbroussements  dont  le  centre  coïncide  avec  le  centre  du  cercle  des  neuf 

points  du  triangle. 

J.  Fl.vgel,  soldat  au  IW"  d'infanterie,  à  Bruyères  (Vosges.) 

Ont  résolu  la  même  fjueslion:  MM.  E.-.N.  Bmu^if.n;  Th.  Ciioi.lkt,  lycée  de  Poitiers;  Dariè>,  conducteur  de;  ponts  et  chauss^ies,  à  Paris; 
Félix  Dl'tech,  à  Toulouse;  R.  Escot  ;  E.  Foucart,  lycée  Michelet;  René  Lwjouvreir,  à  Beaune;  R.  Lehelp,  lycée  de  Rouen  ;  Moriau,  lycée  Sainl-l^uis; 
Meynier,  lycée  Louis-le  Grand  ;  G.-A.  Pouilliart;  Gaelano  Scorza,  scuolc  Pie,  à  Florence. 


321.  —  Soient  données  une  ellipse,  la  tangente  et  la  noi^male  à  celte  ellipse  en  un  de  ses  points  0.  On 
mène  par  0  des  cordes  OP,  OP'  également  inclinées  sur  la  normale  en  0.  1°  La  droite  PP'  passe  par  un 
point  fixe.  2"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  cquilatcres  tangentes  en  0  à  la  coni']uc  donnée  et 
passant  par  P  et  P'.   3°  Lieu  des  foyers  de  ces  hyperboles. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  et  pour  axe  des  y  la  normale  eu  0.  L'équation  de  la  conique 

donnée  sera 

kx-"  4-  2Bjy  +  (!//*  +-  2//  =  0. 

Si  la  droite  PP'   a  pour  équation 

ux  +  vy  —  1=0, 

le  faiscL'iiu  des  droites   OP,  OP'   sera  représenté  par  l'équation 

kx^  +  '2.Bxy  +  C//«  +  "iijiux  -f-  vy)  =  0. 

Les  coelficients  angulaires  do  ces  droites  devant  avoir  une  somme  nulle,  ou  aura 

B  +  u  =  0. 
La  droite   PP'  a  donc  pour  équation 

Bx  -\-  l  —  vy  =  0, 
et  par  suite  elle  passe  par  le  point  lixe  A  ayant  pour  coordonnées  x  =  —  y  ,     .'/  ^  '*<     <U''  •^^^  '^  P*^^® 

do  la  normale  en   0.    Si    IJ  —  0,    le  [)()inl    O   est  un  soinmot  et  le  point  fixe  est  à  l'inlini. 

L'équation  générale  des  hyperboles  considérées  est 

A.c»  +  2B.r//  +  (Uf  4-  2//  +  lyiBx  -  nj  -h  l)  =  0: 

A  -+-  C! 
cette  hyperbole  sera  écpiilatèro  si     X  = 

En  remplaçant   X    par  cetle  valeur  on  obtient,  en  posant 

A  -H  C  -t-  at; 

équation  suivante  :  x*  —  y*  -h  2Ba.n/  -+-  Hay  =  0.  (h 


3ifi 
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Lo  lieu  ilos  centros  s'obtiendra  ou  éliminant   ja   cnlro  les  deux  équations 

X  +  'Qii.y  -  0, 
y  -  [^.(B.r  -f-  1)  :=  0. 
On  trouve  ainsi  B(j:*  -h  y*)  4-  x  =  0. 

Le  lieu  osl  donc  le  corcle  décrit  sur  OA    comme  diamcirc. 

3"  Pour  trouver  lo  lieu  des  foyers,  écrivons  l'équation  (1)  sous  la  forme 

l{x^  -  y^)  +  tMxy  +  2y  =  0.  (2) 

On  trouve  aisément  pour  les  hyperboles  focales  les  deux  équations 

X-(.r'^  -  //-)  4-  2),//  +  (B.r  +  1)-'  -  B'y'  =  0, 
■K\ry  -  X.r  +  By{llr  +  !)=(), 

entre  lesquelles  il  s'agit  d'éliminer  À. 

On  tire  d'abord  de  ces  é'juations  les  suivantes  : 

X'x{x-  +  y')  +  B(./--  +  y-)[B.r  +  i>]  +  .r  ==  0, 

lx[.V'  +  y-)  +  By{.r'  +  y')  -i-  .ry  =  0, 

L'équation  demandée  est  donc 

-X  'J'W'-' + y''} + -'V + ■^■(•^•"-  +  y'')[^i-'-"  +  !/')(B-r  +  2)  +  ./•]  -  0 

c'est-à-dire 

B%r^  +  y-y  -+-  2Ba^(.^*  +  y-){.i-'  +  2y-')  +  x%t^  +  2î/^)  -  0. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  à 
l'origine  un  point  quadruple.  L'axe  des  y  est  une  tangente 
double;  l'axe  des  -r  est  un  axe  de  symétrie.  La  courbe  est 
tout  entière  du  côté  des  x  négatifs  si  l'on  suppose  B  >  0. 
En  posant   y  =  0,    on  obtient 

B-./-^  +  2B./-  -\-  ./■♦  =  0, 

ce  qui  donne   .r'  =  0    et    (Bj?+i)'^=0.    On  reconnaît  aisément  que  le  point  A  est  un  point  double  où 
les  tangentes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes.  La  courbe  a  la  forme  représentée  sur  la  figure 


ci- contre. 


René  Liicouvniun  (Beaune). 


Solutions  analogues  ;  Capitaine  E.-.N.  Buii-ie>;  E.  Dci-ur  (Uoc!n.fort-sur-Mcr);  Moriai;  Mii.OTilycûo  Saint-Louis  ;Li:iiKip(nouen)  ;  Vahigai  lt 
Wirzio  (lycée  Condorcel);  Tiiévbnot. 


SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE  DES   DEUX  PREMIÈRES   PARTIES 

1"  Les  droites    Ox.  OP.  Oy,  OP'    forment  un  faisceau  harmonique. 

Les  points  H  et  K  sont  donc  conjugués  harmoniques  par 
lapport  à    P  et  P'. 

Le  poini  lî  est  donc  le  pôle  de  la  normale  par  rapport  à  la 
conii]ue. 

'1"  Pai  le  point  H.  éievons  la  perpendiculaire  à  Ox"  qui  ren- 
coulre  une  quelconque  des  hyperboles  équilatères  considérées 
aux  points  G  et  D.  Le  i)oint  conjugué  harmonique  de  H  par 
rapport  aux  points  C  et  D  étant  à  l'infini,  on  a 

HC  =--  HD. 
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Élevons  en  0  la  perpendiculaire  à  OC  qui  rencontre  l'hyperbole  en  un  point  Dj.  Le  triangle  CODi 
étant  inscrit,  la  tangente  OH  est  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse.  Donc  Dj  coïncide  avec  D  et  l'on  a 

HC  =  HD  =  HO. 
Les  points  G  et  D  sont  donc  fixes 

Les  hyperboles  équilatères  considérées  sont  donc  circonscrites  au  triangle  COD.  Le  lieu  de  leurs 
centres  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle,  c'est-à-dire  le  cercle  décrit  sur  OH  comme  dia- 
mètre. 

A.  PitoT,  lycée  de  Nancy. 
Autre  solulion  par  M.  A.  Cazamian. 


326.  —  Étant  donnée  une  pvabole  P  et  une  droite  D  perpendiculaire  à  l'axe  de  P,  d'un  point 
quelconque  de  D  comme  centre  on  décrit  un  cercle  C  de  rayon  quelconque.  Montrer  que  la  sommedes  distances 
du  foyer  de  P  aux  quatre  points  communs  à  C  e^  à  P  est  constante. 

Rapportons  la  parabole  à  l'axe  et  ù  la  directrice;  elle  a  pour  équatiou 

y^  —  2px  +  p"'  —  0. 

Soit  j:;  —  à  =  0  l'équation  de  la  droite  D.  Celle  d'un  cercle  ayaut  sou  ccutre  sur  la  droite  sera, 
en  appelant  À  et  [j.  deux  paramètres  variables, 

X-  -h  ij'  —  27.J;  —  2X//  +  <j.  =  0. 

Le  théorème  sera  démontré  si  l'équation  aux  abscisses  les  poiuts  de  reacoatre  du  cercle  et  de  la 
parabole  a  la  somme  de  ses  racines  indépendante  de  X  et  [j..  Cette  équation  est 

[x-  -h  îlx(p  —  a)  —  p-  -f-  u-Y  =  -i:X\2px  —  p') 
ou  x^  +  4j;^p  —  x)  -h  ...  —  0. 

La  somme  des  racines  4(a  —  p)  est  constante  et  égale  à  quatre  fois  la  distance  de  l:i  droite  D    au 

foyer  de  la  parabole. 

A.  Cazamia>-. 

Solutions  analogues  :  MM.  E.  FoDcvviiï;  Ed.  Gai.tiei;  (Bordeaux);  U.  l,E':ol'vreuu  (Beaune);  E.  Iy)NGAL;G.  A.  Pouilliart;  M.  Sbuvaxt. 


Autre  solution.  —  Ou  a  pour  la  parabole  P 


P 


I  -  cos  0 


et  pour  le  cercle  C, 

r'  -  2\  cos  (0  -  x)r  4-  À*  -  c'  —  0, 

À  et  a   désignant  les  coordonnées  du  contre  C  du  cercle  et  c   sou 
rayon. 

L'équation  aux  rayous  vecteurs  dos  points  commans  aux  iloux 
X       courbes  est 

r'  +  r-  -  c»  -  2X/- 


~  cos  2  -+-  \/    --■  cos  a     ~  0. 


|i  ou       (r'^  —  Ta  cos  x(r  —  p)  4-  X'  —  oM''  ^  \\^p{-lr  —  /))  sin  x. 

On  a  donc  pour  la  somme  dos  racines 

Ir,  ^  iX  cos  a  —  il  "il. 


3i8  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


La  somme  îles  distances  du  foyer  de    P    aux  ([uatro  j))int.s  CDininuns  à    l*   cl  à    (]   égale  quatre 

fois  la  distauco  de  ce  foyer  à  la  droite    D. 

Dahiks,  conduclciir  des  Pouls  et  Chaussées. 

Solutions  analogues  :   mm.  U.  l.inKiiMKouen»;  J.  L.  (Douai);  Mkynibr  (lycéeLouis-le-Graiid);  G.  Tzitzku.a  (Bucarest). 


327.  —  On  co//a/(/(V-('  une  corde  focale  AB  d'une  parabole  de  foi/cr  F  et  de  sommet  0.  Le  cercle  oijant 
pour  diamètre   AU    rencontre  lu  parabole  en  deux  autres  jjoints   G  e/  D.    Démontrer  les  relations 

ÂB2  _  (jq2  ^  ^Q  AB.FO, 
FA.FB  =  FG.FD, 
FA  +  FB  -  FG  -  FD  =  8  FO. 

l"'     Prouous  oonime  axes  de  coordonnées  l'axe  de  la  parabole  et  sa  perpendiculaire  menée  par  le 

foyer.  L'équation  de  la  parabole  sera 

?/-  =  <ipx  +  p\  (I) 

Soit  y  =  mx  (2) 

l'équation  de  AB. 

L'équation  de   CD   sera  de  la  forme 

y  -\-  mx  +  n  =  0. 

Le  cercle  pissant  par  les  quatre  points   A,  B,  (1,  D   a  pour  équation 

(1  +  m*)(//^  —  2p.f  —  p"^)  —  {y  —  mx){y  -t-  mx  +  n)  -~  0. 

Écrivant  ([ue  son  centre  est  sur   AB,   on  a 

n  =  Ipm. 
En  définitive,   GD   a  pour  équation 

y  +  mx  +  'ipm  =  0.  (3) 

Si   .1-'  et  x"   désignent  les  abscisses  de   A  et  B,   les  longueurs    FA  et  FB   sont  les  distances  de   A 
et  B   à  la  directrice,  c'est-à-dire 

FA  =  x'  +  p, 

FB  =  x"  +  p, 

d'où  kB  —  x'  +  x"  +  p. 

Or    x  Gi  x"   sont  racines  de  l'équation 

/nV;*  -  ^px  —  /j»  =  0, 

obtcnup  fn  éliminant    7   entre  (1)  et  (2). 

On  a  donc  x  -^  x    =  —  ' 

^        ^     l   -t-  //''^ 
d'où  AB=2/>.— ^^. 

Calculons  CD.    Si  y'  et  y"   désignent  les  abscisses  des  points   G  et  D,    on  a 

sin  a 
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a  étant  l'angle  de  CD   avec  Ox.   On  a  d'ailleurs   tg  a  =  m,  d'oîi 


—2     iy'  +  yy  -  ^y'y" 


CD'  =  '^    •    ^  ' :^^  (i  4.  jn2j^ 

Or,   y'  et  y"   sont  les  racines  de  l'équation 

^  m  ^ 

obtenue  en  éliminant  x  entre  (1)  et  (8). 

On  a  donc  CD^  ==  -^  (1  -  87/1^) (1  +  m'). 

m* 

Il  résulte  de  là  ÂB'^  -  CD^  =.  JGpUi  +  m^) 


et  AB.FO  =  2/> 


1    -t-  w*  /)      p^  (1  -f-  m*) 


On  a  donc  bien  ÂB^  -  UD^  ==  16  AB.FO. 

2"    Nous  venons  de  calculer  FA  et  FB   en  fonction  de  x',  x"  et  /?.    On  a 

FA.FB  =  x'x"  +  p(x'  +  x")  -4-  p2  =  -  -^'  +  ?^'  +  p'-  =  p\^  "^  ^' . 

Désignons  maintenant  par    ai-j  et  x.^   les  abscisses  de   C  et  de  D;  nous  aurons 

FG  =  Xi  4-  p, 

FD  =r  iCj  +  />. 

Or,  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre  de   CD   avec  la  parabole  est 

m"  {x  +  2p)*  =  'ipx  +  p^ 
ou  m%x  +  />)'^  —  '2.p{x  +  p)  +  2»i*  {x  +  p)p  +  pM'  +  »^")  =  f>- 

On  a  donc  FG.FD  =  ^'  ^^  "^  ^'^  =  FA.FB. 

Ce  résultat  s'obtient  immédialemenl  en  observant  que  les  quatre  points    A,  B.  C,  D    sont  sur  un 
cercle. 

3°    Des  équations  précédentes,  il  résulte  ([uc  l'on  a 

(1  +  m») 


FA  +  FB  =  AB  =  2p 
FC  +  FD 


m- 
-2p(l  -  «iM 


d'où  FA  +  FB  -  FC  -  FD  :^  ^  --=  V  =  8  ^  -=  S  FO. 

(R.  I.i'.iiKri»,  lyi't'o  ilo  Hoiioii.) 
Solulioiis  aiialoguei  :  MM.  Lb<:ouvhi:i  u  (Uoaune);  K.  Loncvi.  ;  Mi-ymku  (Louis-lo-iîraiiili  ;  G. -A.  l'oi'iLLi.xur. 


329.  —  Un  cheval  se  meut  sur  une  piste  circulaire  ai'cc  une  vitesse  uniforme:  un  jockei/  parti  du  centre 

se  dirige  continueUemfnt  vers  le  cli'vnl  pour  l'atteindre,  aninie  lui-nu*me  d'une  vitesse  constante.  Quelle  est  la 
courbe  décrite  par  le  joclictj  '* 

Soit  la  pislo  circulaire  ligurco  par  la  oircoul'érouco  do  rayon    OA  —  H. 


■,m) 
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a>>0 


Je  prends  son  centre   0   pour  pôle,  pour  direction  positive  de  l'axe  polaire  le  rayon  OA  joignant  le 

point  0  (l'oîi  part  le  jockey  au  point  A   d'où  part  le  cheval.  Soient 
M    une  position  quelconque  du  jockey,     a>   et   p     ses  coordonnées 
polaires;  le  cheval  est  alors  en  A';  évaluons  m  et  p  en  fonction  du 
lonips. 
Soit  (/   lu  vitesse  constante  du  jockey;  j'ai 

CM  =  p  ^  at.  (1) 

Soit   b  celle  ilu  cheval,  j'ai  de  môme 

AA'  =  ht. 
Or  AA'  =  Rw; 

donc  Rco  =  ht.  ('2) 

Divisant  (1)  et  (2)  membre  à  membre  pour  éliminer  /,   il  vient 


d'où 


Rco  ( 

aR 


équation  d'une  spirale  d'Archimède. 

Ici,  il  ne  faut  prendre  que  la  course  correspondant  à  w  >  0,  et  la  limiter  à    w  =  a   par  lequel  la 

courbe  rencontre  le  ceicle. 

M.  Meynieh,  Jycée  Louis-le-Grand. 

Solutions  analogues  :  mm.  J.-B.  Poullm,  insliluleur  à  Monistrol-sur-Loire:  Servant. 


CONCOURS    DE     1894    (Suilc.) 


ECOLE  CENTRALE 

Première  Session. 

Géométrie  analytique. 

354.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires,  x'ox,  y'oij,  un  cercle  C  dont  l'équalion  est 
a'-  +  y-  —  r-  —  0,    et  une  droite    D   dont  l'étiualion  est   x  —  d  =^  0. 

A  un  point  quelconque  F  de  la  circonférence  du  cercle  C  on  fait  correspondre  une  conique  A  qui  passe 
par  l'origine  des  coordonnées,  qui  a  un  foyer  au  point  F  et  pour  laquelle  la  directrice  qui  correspond  à  ce 
foyer   F   est  la  droite   D. 

Soit  I  le  centre  de  cette  conique  A,  A  et  A'  les  sommets  de  son  axe  focal,  A  étant  celui  de  ces  deux 
sommets  qui  est  le  plus  près  de    F,  F'   son  second  foyer. 

1°  Trouver  le  lieu  du  point  I  quand  le  point  F  décrit  la  circonférence  du  cercle  C.  —  Ce  lieu  est  une 
conique;  déterminer,  par  une  construction  géométrique,  ses  sommets  et  les  points  où  elle  rencontre  la 
circonférence  du  cercle   C. 

'2P  Déterminer  par  une  consiruclion  géométrique  le  point  A  et  le  point  A',  sommets  ùc  Taxe  focal  de 
la  conique   A    cjui  corrcspund  ù  un  point  donné  F   do  la  circonférence  du  cercle   C. 
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3°  Trouver  le  lieu  du  point  A  et  le  lieu  du  point  A'  quand  le  point  F  décrit  la  circonférence  du  cercle  G. 
i"  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  foyer   F'  quand  le  foyer   F   décrit  la  circonférence  du  cercle    G. 

Nota.  —  On  indiquera  comment  se  modifie  chacun  des  lieux  demandés  quand,  laissant  fixes  les  axes  de 
coordonnées,  et  invariable  le  rayon    r   du  cercle   G,    on  fait  croître   d   de   0  à  +  oo  . 

f 4  juillet,  de  7  h.  à  II  h.) 

Physique  et  Chimie. 

1.  —  355.  Une  machine  pneumatique  et  une  machine  de  compression  dont  les  corps  de  pompe  sont 
G  et  G'   sont  reliés  respectivement  à  des  réservoirs  de  capacité   R  et  R'. 

On  fait  le  vide  en  R  par  n  coups  de  piston,  tandis  qu'on  le  comprime  en  R' 
par  n'  coups;  puis  on  fait  communiquer  les  deux  réservoirs  par  un  robinet  r  jusque- 
là  fermé. 

On  demande  de  calculer  la  pression  finale  X  de  l'air  après  équilibre,  en  sup- 
posant les  machines  sans  espaces  nuisible  et  la  pression  initiale  uniforme   IIq. 

On  écrira  la  condition  pour  que  l'on  ait  X  =  IIq   dans  le  cas  où    R  =  R'. 

1 


Exemple  numérique  :     R  =  R' 


c  =  2,     c'  = 


16 


n   =  31. 


II.  —  Préparation  des  hydracides.  (Ecrire  seulement  la  formule  des  réactions.) 

III.  —  356.  Dans  un  appareil  à  hydrogène  en  activité,  on  introduit  10  grammes  d'acide  azotique  fumant. 
Quand  la  réaction,  que  l'on  suppose  complète,  est  achevée,  on  transvase  le  liquide  dans  un  ballon,  on  verse 
un  excès  de  potasse  et  on  fait  bouillir.  On  dessèche  le  produit  qui  se  dégage  et  on  le  fait  passer  dans  un  tube 
à  oxyde  de  cuivre  chauffé  au  rouge  sombre. 

Le  gaz  obtenu  est  ensuite  recueilli  sur  la  cuve  à  mercure. 

On  demande  : 

i"  Le  volume  de  ce  gaz,  supposé  sec,  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  pression. 

2°  La  perte  de  poids  du  tube  à  oxyde  de  cuivre. 

Ne  pas  tenir  compte  de  l'air  des  appareils  ; 

Ecrire  les  équations  qui  représentent  les  réactions; 

Faire  un  croquis  de  l'appareil; 

Poids  atomiques  :     Il  —  1,    As  =  14,    0  =  16; 

Poids  du  litre  d'air  à  0°  et  76''  de  pression  :  ls'",293; 

Densité  de  l'hydrogène  :  0,06947. 

(i  juilld,  de  *  h.  I,  ià  3  h.  4/î.) 

Géométrie  descriptive. 

La  ligne  de  terre  xy  étant  tracée  parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre  à  une  distance  de  60  milli- 
mètres au-dessous  du  milieu  du  cadre,  on  considère,  dans  le  plan  vertical,  une  parabole  dont  l'axe  est  la 
verticale  aa  placée  au  milieu  du  cadre,  dont  la  directrice  est  la  ligne  de  terre  et  dont  le  sommet  a  est  à 
30  millimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre;  cette  parabole,  en  tournant  autour  do  son  axe,  engendre  un 
paraboloïde.  On  considère,  d'autre  part,  un  cône  do  révolution  ayant  pour  sommet  le  sommet  aa'  de  la  para- 
bole et  pour  axe  une  parallèle  ah,  a' h'  à  la  ligne  de  terre:  l'angle  des 
génératrices  de  ce  cône  avec  son  axe  est  supposé  égal  à  4')  degrés. 

l"^  Gonstruire  les  projections  de  l'intersection  do  ces  deux  surfaces,  et 
r.'présenter  leur  solide  commun,  en  supposant  le  cône  prolongé  de  part  et 

d'autre  de  son  sommet. 

^  2"  Construire  la  projecliou  do  lintersection  sur  un  deuxième  plan  vertical 

ayant  pour  trace  horizontale  la  perpendiculaire  eu  a  à  la  lis^no  de  terre. 

Nota.  —  On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  d'un  point  et  de  la  langonto  eu  ce  point  à  la  para- 
bole et  à  chacune  des  projections  de  l'intersection. 
Titre  extérieur  :  Gi';omi';ii\ik  di-scriptivi:. 

Tihi'  iiilrrii'ur  :  lNri;iisi;':TioN  d'in  i- viuitoioïni:  i;r  i»'i  n  i:ôm:. 

(.j  jiiitivl.  de  7  h.  <i  II  h.) 

(  'a  \'ul  Iriijonomclriquc. 

R('>soudro  un  triangle  connaissant  sa  surface  et  deux  hauteurs. 

Démontrer  ([ue  le  problème  admet  en  général  doux  solutions  ou  pas  île  solutions  et  calculer,  pour  les 


a' 


h' 
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données  parliculières  suivantes,  celle  des  deux  solutions  pour  laquelle  la  troisième  hauteur  du  triangle  est  la 
plus  petite. 

h^  (hauteur  abaissée  sur  le  côté  a)  =  'i8.blQ'^,J^, 

/j(,  (hauteur  abaissée  sur  le  côté  b)  —  Î)l.l2l7"',32, 

S  =  121.034  hectares. 

(5  juillet,  (le  3  h.  ù  /i  h.  l/i.) 


ECOLE  NAVALE 


Géométrie  analytique. 

358.  —  OX    et    OY   étant  deux  axes  rectangulaires,  on  décrit  du  point   0   comme  centre  une    irconfé- 

rence  de  rayon   a,    qui  coupe  l'axe  des   x   en   A   et   A'. 

Soit   B   un  point  situé  sur  l'axe  des  x,   OB  =  b,  et  un  point  M  variable  sur 

la  circonférence.  On  considère  la  parabole  circonscrite  au  triangle   MAB    et  dont 

l'axe  est  parallèle  à  A'M. 

Démontrer  géométriquement  cjue  l'axe  de  cette  parabole  est  la  droite   OP 

-menée  par   0   parallèlement  à   A'M. 

A  O      B       A      X        Equation  de  cette  parabole  en  prenant  pour  paramètre  variable  l'angle   9   de 

A'M   avec  l'axe  des   ce.    Lieu  de  son  second  point  d'intersection  avec  le  rayon   OM. 

Déterminer  sur  l'axe  OP    de  cette  parabole  les  distances  du  point   0   au  sommet   S    et  au  loyer    F.    En 

conclure  eu  coordonnées  polaires  le  lieu  du  sommet  et  le  lieu  du  foyer. 

(i  juin,  de  7  h.  à  10  h.  If^.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


359.  —  Soit  M  uu  point  d'une  ellipse  décentre  0  ayant  pour  foyers  F,  F';  sur  la  normale  en  M, 

on  prend,  de  part  et  d'antre  de  ce  point,  des  segments  MN  —  MN'  —  y/MF. MF'.  Prouver  que  les  angles 

MNF  et  ONF'  sont  égaux;  et  de  même  pour  MN'F,  ON'F'. 

(E.  Lemoine.) 

350.  —  On  considère  une  parabole   P   ayant  son  foyer  en  uu  point  variable   M    d'une  ellipse  et 

passant  par  les  foyers  de  cette  ellipse;  trouve^'  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en    F  et  F', 

à  la  parabole   P. 

(B.  N.) 


Le  Rédacteur -Gérant:  H.  VUIBEKT. 


FARI!>.   —    IlifRIMEIlB.  LH4IX. 


4«  année.  N^  11.  Août  1894. 
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UNE   QUESTION   CÉLÈBRE   DE  TRIGONOMÉTRIE 
LE  PROBLÈME  D'ADRIANUS   ROMANUS 

IVofe  de  M.  G.  Malpin. 


Soit  un  cercle  de  diamètre  AB  ~  2.  Prenons  à  partir  de  B  des  arcs  égaux  BMi,  M,Mj ,  ^^^3 ,  . . . 
En  désignant  AMj   par  a;,  nous  avons  : 

AMj  ~  X, 

AMj  =  X''  -  2, 

AMj  =  j;'  -  3a;, 

AM4  =  x^  —  4x^  -t-    2, 

AMs  =  X'  —  5a;'  +    Ikc, 

AMo  =  X'  -  Gx'  -t-    9x-  -  2. 

A.M-  =  x'  —  Ix'  +  14a;'  —  Ix, 


Or,  Adrianus  Ronianus  avait  proposé  aux  géomètres  de  sou  tom^)s  la  singulière  quostiou  sui- 
vante : 

Résoudt'e  l'équalion 

a;*5  _  4oa;'»  4- Oior'i  -  l-2.300a;^»  -\-  lll.loOa;'"  -  7i0.-2o9x'^  +  3.7()i.o6o a:'»  -  14.î»4o.0i0.r" 
+  4G.9o5.700 a;*»  -  1 17.()79.100 .?•''•  +  23o.030.G52.r"  -  378.()o8.800  .c»'  +  483.SU.8a0a;" 
-  488.49i.l-2;j.r'»  +  3Sl.9'f:i.37oa;''  -  232.670.280 a-'^  +  10o.30().07o.r"  -  3l.ol2.073a:" 
+  7.8l1.37oa;»  -  L138.o00a;^  +  9o.634a;»  -  3.79oa;'  +  4oar  =  «, 

ou  a  eal  une  qnanlilé  au  plus  ('(/aie  à  2. 

Cette  question  n'offre  pas  \h)\iv  nous  de  dinicullcs:  le  proniier  ni(Mn])ro  de  réiiualion  de  Ronianus 
est  la  longueur  XMy^ ,  et  nous  sommes  ran  eues  à  une  question  sur  la  multisectioii  île  l'angle.  Remar- 
quant d'ailleurs  que  si  nous  désiguo  is  l'angle   M,AB    par    a,    nous  avons 

AM,    —  2  cos  a, 
AM,    —  2  cos  2a, 


AM4J  =  2  cos  4o  a, 

nous  sommes  conduits  à  cherclier  eus  a  connaissant  cos  Vix.  Nous  n'insistons  pas  davantage  sur  celle 
question  1res  connue  de  Irigonométrie. 

Viète,  avec  celte  puissance  do  divination  qui  le  caraelérisait,  découvril  la  loi  des  coelVicienls  de 
l'équation  de  Romanus;  «  ut  logi,  ut  soivi  »,  s'écric-t-il.  Il  éludia  mùme  l'équaliou  beaucoup  plus 
complètement  que  ne  l'avait  fait  Romanus,  lequel  lui  attribuait  seulement  une  racine  positive. 


.1o4  LE  PROBLÈME    DADRIANUS  ROMANDS 


Les  coolVu-ionts  de  l'éiiuation  de  Koinauus  (ainsi  ([ue  ceux  des  cuiuations  analogues)  peuvent 
s'obleuir  au  moyeu  d'un  triangle  aiithniélitiue  dont  toutes  les  lignes,  sauf  la  première,  commencent 
par  '1  et  que  l'on  établira  île  la  façon  suivante  : 

1  1  I  1  1      

2  3  4  5     

2  5  9     

2  7     

2     

Le  coeflîcient  du  terme  eu   cc*^   est,  dans  ce  tableau,  à  l'intersection  de  la  première  ligne  (hori- 
zontale) avec  la  46'"  colonne  (vorticale);  celui  du  ter.ne  en  a;",    à  l'intersectioa  de  la  deuxième  ligne 
avec  la  45'  colonne,  et  ainsi  de  suite. 

D'ailleurs,  si  nous  considérons  en  même  temps  un  triangle  de  Pascal  : 

1  1  i  t  1  

12  3  4  

1  3  6  

1  4  

1  

nous  savons  que  le  terme   T^, ,,   situé  dans  la  colonne  de  rang   ?n  et  la  ligne  de  rang  /;  est  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  m  —  1  objets  jo  —  iap  —  i  : 

'P       p 

'')n.i>   —    ^m— I,  )>— I, 

SI   Sm.i,  désigne  le  terme  correspondant  du  premier  triangle,  il  est  aisé  de  voir  que 

,    .  ^  (m  -  2)(w  -  3)  ...  {m  -«  +  !), 

d  ou  0,„.p  =  '- ^ —    '         ; f^ w  +  p  -  2  . 

(p  -  1)  ! 

Nous  livrons  à  la  sagacité  de  nos  lecteurs  le  début  suivant,  de  Viète,  qui  est  extrêmement  curieux, 
mais  aussi  passablement  obscur  : 

«  Fraucisci  Vieta-  ad  Problema,  (juod  omnibus  Mathematicis  totius  orbis  construendum  proposuit 
Adrianus  Romanus,  Responsum  : 

»  Si  lolo  terraruni  orbe  non  errât  Adrianus  Romanus,  dum  Mathematicos  totius  terrarum  orbis 
unius  sui  Prol)lematis  solutioni  vix  censet  idoneos,  non  ille  saltem  Gallias,  nec  Galliarum  Lycia  suo 
dimensus  est  radio.  Cedat  Romano  Belga,  cedat  Romanus  Belg;e,  vix  sinet  Gallus  a  Romano  vel  Belga 
gloriam  suam  sibi  pra-ripi.  Ego  qui  me  Matbematicum  non  profiteor,  sedquem,si  quando  vacat,  délectant 
Malhematices  studia,  Problema  Adrianicum  ut  legi  ut  solvi,  nec  me  malus  abstulit  crror.  Sic  Irihorio 
ingens  prodii  (xcomelra.  Neque  vero  placetbarbarum  idioma,  id  est,  Algebricum.  («eometrica  geonietrice 
tracto,  analytica  analytice.  Curabo  tamen  ut  me,  sive  quasi  geometram  sive  novum  aualystam,  vulgus 
algebristarum  salis  exaudiat. 

Cai'Lt  I. 
»  Proponentis  Adriani  Romani  ver])a. 

»  Prinum  igitur  Adriani  Romani  jiroponcntis  ipsa  verba  refero,  ne  immutato  quidem  commate» 
«  Problema  matbematicum  omnibus  orbis  Mathematicis  ad  construendum  propositura. 
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»  Si  duorum  terminorum  prioris  ad  posteriorem  propositio  sit,  ut  a;  ad 

4ox  —  STOoa;''  +  ...  +  .r*^     (*j 

deturque  terminus  posterior,  iuvenire  priorem.  »  (Voyez  :  Fuancisci  Viet.e,  Opéra  matliematica,  iGiO, 
pages  30o-324;  Ilisloire  des  Mathématiques,  par  J.-F.  Monïucla,  tome  I,  pages  607-610,  édition  de  l'an  VIL) 


SUR  UNE  QUESTION 

POSÉE 

AUX  EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN   1893 


On  considère  la  courbe  représentée  par  l'équation 

1 

-  —  e"'"  +  e— ""■'.  (1) 

P 
En  admettant  qu'une  droite  passante  l'origine  coupe  cette  courbe  en  une  infinité  de  points,  faire  voir  que  toutes 

les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points  sont  tangentes  à  une  hyperbole. 

Solution  par  M.  II.  Spinnler,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nantes. 

Soit  a  l'angle  que  fait  avec  l'axe  polaire  la  droite  fixe  passant  à  l'origine.  L'équation  de  la  tangente 
en  un  des  points  considérés  est 

1 

_  -  [e»u«i/ti:) .,_  e-m(«.t-Arjj  cos  ((-)  —  X  —  krz)  +  m  [e»»("+'f^)  —  e-"«(« -'•"'^>]  sin  (lo  —  x  — A*::), 

P 
c'est-à-dire 

i 

-  z=  [em(«.+ki:]  4.  g-m(«+/cr;)i  cos  (o)  —  a)  4-  m  [e«»(«-t-''-)  — e-'''^"""*")]  sin  (w  —  a) 

P 
ou  enfin 

1 

-  =  emi'x+i;-)  [^cos  ((0  —  a)  -f-  m  sin  (w  —  a)j  -i-  g— "•^"^  ''-'  [cos  (m  —  a)  —  m  sin  (w  —  a.)]. 

P 
Nous  avons  à  éliminer  /.    entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  h   /.,   (jui  est 

0  =  e'"("+''-l  [cos  ((0  —  -j.)  +  m  niu  [m  —  a)j  —  e-~"^^''+'''^  [cos  (w  —  a)  —  m  sin  (w  —  a)]. 

Elevant  ces  équations  au  carré,  puis  retranchant,  il  vient 

1 

—  —  •i[cos'(co  —  a)  —  »i*  sin'Mo)  —  x)]. 
P* 

Solution  par  M.  (.1.  Maiimn,  répélileur  au  lycée  de  Nantes. 

Nous  considérons  un  point  M  (p,  co),  situé  sur  ht  courl)0  et  sur  lo  rayon  vecteur  lixe  donné,  «'t 
nous  cherchons  à  exprimer,  au  moyen  d'une  formule  indépeudantuMle  (o.  l'angle  V  ijuc  fait  avec  OM 
la  tangente  (mi   M    h  la  courbe. 

De  ré(|uation  (I)  nous  déduisons        —  (- i  _:=  (•"•••  —  (•— m..  /^) 

m  \pj 

(•)  I/équalion  est  ici  dcrito  tnil  au  loiijî,  avec  une  rotation  dilTôrenlo  do  celle  que  nous  omployous  acluellcmcnt. 
Le  cocdhient  do  x^'   rcnformc  uno  erreur  matérioUo.     ' 
Viôto  vivait  de  ITi^O  ii  WKKJ,  Homanus  est  mort  en  l(J2r>. 


y 
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Additiounoiis  membre  à  membre  les  cqualioiis  (i)el(2),  {.uis  retrauchons-lcs,  et  enfin  multiplions 
mombrc  à  nioinbre  les  relations  oblenucs  : 

1          1     p''   _  , 

Or,     tiî  V  ^  ^  ;     l'équation  (3)  donne  alors 

'  i 

t£rl  V    ^ 

*=  w»(l  -  4?") 

Prenons  maintenant  pour  axes  de  coordonnées  la   droite   OM   (axe  Ox)   et  la  perpendiculaire 
menée  par   0  (axe  Oy),  L'équaliou  de  la  taugente  en  M  est 

y  =  {x  -  p)  tg  V. 

Il  s'agit  d'avoir  l'enveloppe  de  cette  droite  quand   p   varie.  Son  équation  s'écrit,  en  élevant  les 

deux  membres  au  carré, 

m''y-'{\  -  4p*)  -  (x  -  oy 

ou  c'^(l  +  4w='i/*)  —  2pa;  +  a;»  -  m^//*  =  0, 

équation  du  second  degré  en   p   qui  doit  avoir  ses  ra-îines  égales 

X»  -  (1  4-  4niY)  0^*  -  m-y"")  —  0. 
En  effectuant  et  en  divisant  tout  par  z^/"//*,  l'équation  de  l'enveloppe  se  réduit  à 

hn^y^  -  4a;*  -4-1.-0. 

Les  méthodes  que  nous  venons  d'exposer,  appliquées  à  l'exemple 

1 

-  =  (U<>  -+-  0, 

P 

démontrent  que  les  tangentes  à  cette  courbe  aux  points  où  elle  est  coupée  par  un  de  ses  rayons  vecteurs 
passent  par  un  point  lixe.  {École  polytechnique,  1893.) 

1 
Autre  solution.  —  La  tangente  en  un  point    (lo, ,  pj   a  la  courbe  ayant  pour  équation    -  =  /"(w). 

est  donnée  par  1  équation 

1 

-  =  /(co,)  cos  (w  —  co,)  +  f'{oii)  sin  (o)  —  co,); 

P 

donc,  si  l'on  prend  deux  axes  rectangulaires    OX,  OY,    tels  que  l'angle  de  OX  avec  l'axe  polaire    Ox 

soit  égal  à   0), ,   et  si  l'on  représente  par 

uX  +  vY  ^  1, 

l'équation  de  celte  tangente,  on  a     u  —  /\o),),  v  =  /"'(o),). 

La  droite   o  =  a   coupe  en  une  infinité  de  points  la  courbe  donnée;  pour  l'un  de  ces  points, 
(1),  =  a  -f-  A-  ;    en  tenant  compte  des  relations 

COS(co  —  a  —  /.-;:)  —  (—   1)''  cOS  (d)  —  a), 

sin  (oj  —  a  —  ki:)  =  (—  1)*  sin(oi  —  a), 
on  voit  que  si  l'on  prend  pour   OX    la  demi-droite  faisant  avec   0.r   l'angle   a,    on  doit  poser 

u  =:  (—   1)''  (em(..,-a-A-,)  ^  ^,_,„.,— «-At)^^ 

m 

V* 

d'oii  u'^  —  —-  =  4. 

/«» 

Les  tangentes  considérées  sont  donc  tangentes  à  l'hyperbole  ayant  pour  équation 

4X»-  \m'Y'=^i. 
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Mathématiques. 

COPIE  COURONNÉE  :  PRIX  D'HONNEUR 

344.  —  On  donne  un  triangle  ABC  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

X  =  0,  Y  =  0,  Z  =:  0; 

une  conique  S  touchant  en  k  et   B  les  côtés  GA,  CB  de  l'angle  AGB   et  dont  l'équation  est 

XY  =z  ZK 
Sur  cette  conique  S  on  prend  le  point  ;x  défini  par  les  équations 

X  =  Y  =:  Z, 
et  un  point  variable  M;   enfin  on  désigne  par  v   le  point  oii  la  droite  Cy.   rencontre  la  corde  de  contact  A.B. 
Cela  posé,  on  joint  le  point   M  à  l'un  d:'s  deux  points   m   de  la  droite   A.B  qui  ont  même  polaire  par 
rapport  aux  deux  angles  AMB,  [/.Mv. 

i°  Démontrer  que  le  point  M  décrivant  la  conique  S,   la  droite  Mm   enveloppe  une  courbe    '^  du  qua- 
trième ordre  et  de  la  troisième  classe  dont  l'équation  en  coordonnées  tangent ielles  est 

u''  +  v'  ~  uvw. 
2°  Aux  points  où.  une  droite  D  rencontre  la  courbe  S  on  mène  à  cette  courbe  les  tangentes  T^,  T,,  T,,  T^ 
et  l'on  considère  la  conique  Ci   inscrite  dans  le  peitajone  formé  par  ces  quatre  tangentes  et  la  droite   AB; 
démontrer  que,  si  l'on  assujettit  la  conique  C,   à  passer  par  un  point  donné   P,   la  droite  D   enveloppe  une 
conique  C,. 

3°  Montrer  que  la  conique  C,  se  réduit  à  deux  points   f,  f  quand  le  point   P   est  sur  une  certaine 
conique  (J,;   trouver  dans  ces  conditions  l'enveloppe  S'   de  la  droite   iï'   et  le  lieu  des  points   f,  f. 

1°  Soit    {x,  y,  z)   le  point    M;   posons    -  =  -  z:^  t\     lo  paramètre   /   définit  le  point   M. 

%  OC 

T      ,     •.     1.*  z         •  Y  -  Z       X  -  Z 

La  droite   Mu   a  pour  équation  ■ — -  =  

y  —  z        X  —  z 

ou  Y  -  Z  4-  /(X  -  Z)  =  0. 

Elle  coupe  AB   en   P  défini  par  Z  =  0, 

V  -h  /X  .=  0. 

Los  droites   Cw,  C/;i'   conjuijçuéos  par  rapport  à   CA,  CB  sont  définies  par  une  équation  de  la  forme 

Y'^  -  m'X'^  =  0. 

w*   est  déterminé  par  la  condition  que   Cm,  Cm'   soient  conjuguées  par  rapport  à  Ca,  CP,  ce  qui 

doiiiu'  la  rtîlalion 

m'  +  t    -  0. 

La  droite   Mm  a  pour  équation,  en  désignant  par   (.r^,  //„,  Iq)   le  point   m, 

x-z;^  \  -zt 

iï'o-'or      î/o— V 
Remplaçant  a^u,^^,-^,    /   en  fonction  do    m,   on  a 

m*X  -  m  Y  +  {\  -  m»)Z  =  0.  ^1) 
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lik'iitilions  avec  «X.  -+-  v\  +  icZ  —  0  et  éliminons  vi  entre  les  deux  équations  obtenues;  nous 
aurons  l'iMiuation  de  l'enveloppe 

u^  -f-  r'  —  vviv  =  0.  (V^ 

Pour  obtenir  l'étiuation  ponctuelle  de  l'enveloppe,  prenons  les  dérivées  partielles  de  (i)  par 
rapport  à    m    et  à  la  variable  d'iionioiçénéité,  ce  qui  donne 

2m \  -  Y-  3m^Z  =  0,  (!) 

J?j-X  -  ^2tnY  +  3Z  '^  0. 

Ces  équations,  résolues,  donnent  l'enveloppe  sous  forme  uuicursale  : 

X  Y        _    Z^ 

I  +  "im^  ~  2m  +  m*  ~"  m*  *  ^^ 

La  courbe  est  bien  du  (piatriènie  degré 

2"  Soit     u^x  -t-  l'o//  +  "'o-  ==  U?     l'équation  de  la  droite   D. 

La  conique   C,   étant  tangente  à   AB   aura  une  équation  de  la  forme 

au"^  -+■  "ibuv  -h  cv"^  +  Muir  +  fevw  =  0. 

Ct'lte  conique  ut  la  courbe  il  ont  six  tangentes  communes;  mais  la  droite  AB  est  tangente  double 
à  il,  car  I(t/,  r,  ir)  =  0  étant  l'équation  de  cette  courbe,  !,'„,  2^,  1|„  s'annulent  pour  u  =  v  =  0. 
Donc  les  tangentes  communes  sont   AB,  T, ,  Tj,  Tj,  T^. 

D'autre  j  art,  les  équations  (2)  donnent  les  coordonnées  du  point  de  contact  dont  l'équation  de  la 
tangente  est  li);  les  m  des  tangentes  de  la  forme  (1)  dont  les  points  de  contact  sont  sur  D  sont 
donnés  par 

ito(l  +  2//(')  +  Vo{-2m  4-  m')  +  //-«w»  =  0.  (3) 

Les  coordonnées  d'um^  tangente  à  la  courbe    ^   sont 

w    _     u      _       ?r 
m"^        —m       1  —  »/■' 

Don":  les   m   des  tangentes    T,,  T, ,  T3, 'i\   sont  aussi  racines  de 

aw*  -  26m^  +  en-  +  ^dmH}  —  m")  -  2ew(l  -  wi'')  =  0. 

En  supprimant   >ii  =  0   correspondant  à   AB,   ou  a 

-  2rf/«'  4-  (a  H-  2(')m'  -  26»i''  +  ((;  +  2f/)w  -  2e  =  0, 

équation  qui  doit  être  la  même  que  (3).  Donc 

a  —  3u„ ,        26  -—  —  //'o ,        c  =  3t'o ,        2(/  =  —  l'o ,        2(;  =  —  Uo, 

et  la  conique   C,    a  i)Our  équation 

3UuM*  —  u.'^uv  4-  3t'ot'-  —  l'ouw  —  UqViv  =  0. 

Soit  xu  4-  |it'  4-  Y"^  —  0  l'équatioa  tangentielle  de  P.  En  éliminant  w  entre  cette  équation  et 
celle  de  C,,  on  a  l'équation  aux  coeflicieuts  angulaires  des  tangentes  menées  de  P  à  C,.  Si  P  est 
sur  la  coi)i(jue,  cette  équation  a  une  racine  double,  ce  qui  donne  pour  l'équation  de  Cj  : 

V{u,  V,  w)  ^L  (au  4-  jîy  —  Y"^)*  —  4(3yu  4-  au)(3YM  4-  pu)  =  0. 

3°  La  conique  C,  se  réduit  à  deux  points  si  les  ériuations  F,^  =  0,  F^,  =  0,  F^,,  =  0  sont  compa- 
tibles. Soient   P,  Q,  R   les  trois  fonctions  linéaires  en  évidence  dans   F(m,  u,  w);   on  doit  avoir 

2 l'a  -  'iQfi  -  12Ry  ==  0, 

2P!3  -  120 Y  -  4Ra  =  0, 

Pv   r=  0. 
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Si  Y  =  0,   F   se  réduit  à  un  point,    au  —  ^v  =  0,   conjugué  de   P  sur  AB.  Sinon  ou  a  P  =  0  et 

QS  +  3Ry  =  0, 
3Qy  +  Roc  =:  0, 

équations  qui  donnent  dans  tous  les  cas         aâ  —  9y^  =  0, 
équation  de  Cj. 

Supposons   P   sur  cette  conique;  les  coordonnées  de  la  droilc  ff   sont  données  par 

P==0, 

ivQp  +  3Ry  =  0. 
p        3y 


Posons    TT-  =  —  —  t  ',   on  a  u,  v,  to  en  fonction  de   l 
6y        a 


t       -  f       3(1  -  f') 

L'enveloppe  est  définie  par  l'équation   3(m''  +  v')  4-  uvw  —  0. 
L'équation  ponctuelle  s'obtient  en  cherchant  l'enveloppe  de 

tx  -  l'y  4-3(1  -  P)z  =  0, 

QUI  est  =  — — = • 

^  3(2^  +  t')       3(1  +  2/')        -  t' 

Lieu  de  f,  f.  —  Le  produit  Q.R  se  réduit  dans  le  cas  considéré  à  un  seul  carré;  remplaçant  a,  p,  y 
en  fonction  de   t,   on  peut  mettre  l'équation   de   Cj   sous  forme  d'une  somme  de  deux  carrés  : 

{Su  +  Svf  -  wtY  —  SQl{ut  4-  Vf  =  0. 

L'un  des  points  f  en  lesquels  se  décompose  C^   est  déterminé  par  l'équation 

3«  +  3iY^  -  wt  +  6  \/ï{ia  +  v)  ^  0, 

ou,  en  posant  \/J  =  -.,  3u(w'  4-  "Àm)  -+-  3v{l  4-  '2m-^)  —  ivm''  —  0; 

ses  coordonnées  sont  —      ~ 


3 (m*  4-  tm)       3(1  4-  2/»'')       —  m» 
Le  lieu  de  ce  point  est  donc  la  courbe    S';    c'est  aussi  le  lieu  de   /"'. 

GÉOMÉTRIE 

1"  Projetons  la  figure  de  manière  que  les  points  A,  B   devienneut  les  points  cycliques  du  plan  do 
projection.  On  est  ramené  au  problème  suivant  : 

On  donne  un  cercle  de  centre  C,   un  point  fixe   a   du  cercle  et  un  point  rdriah/e   M;    enveloppe  des 
bissectrices  de  l'angle   [xMP,    .Ml'   i-lant  pandlèli  au  rdijon   (la. 

Considérons  le  cercle  donné  (1,  le  cercle  fixe  C  tle  u;i"^nie  centre  et  de  rayon  triple,  et  le  cercle 
variable  S  tangent  au  cercle  C  au  point  h  situé  sur  une  bissectrice  de 
l'angle  ;aMP;  le  cercle  S  est  langent  à  ('.'  en  h.  Je  ilis  que  l'enveloppe  de 
y\h  est  une  hypocycloïdu  à  trois  rebiousseiuenls  engendrée  pur  un  point  du 
cercle  S  roulant  sur  C.  Mn  ell'et,  soient  a  le  point  où  (la  coupe  C  et  K  le 
point  oîi   M//   coupe  do  nouveau   S.  Je  dis  que 

arc  ab  --  arc  b\\.  (I) 

Cela  étant  supposé  démontré,    K   engendre  une  liypocycloïde.  Or  le  centre  instantané  de  rolalion 
étant  ou  b,   la  uorinale  à  cette  courbe  est   b\\.   cl  la  tangeuto  est  bien    MK. 


aoo 
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Reste  à  prouver  l'éj^alité  (1).  Mt^nons  do    //    la  parallèle   liz   à    MP;  on  a 

ô/HT—  bhz  +  zhK  =  'xM/t  +  aCb  —  î]  -—  > 

2 

Donc  les  arcs  ab,  bK   sont  bien  éi^aux. 

2"  L'hypocycloïJe  ;\  trois  rebroussomcnts  est  une  courbe  do  troisième  classe  et  de  quatrième  ordre, 

tangente  i\  la  droite  de  l'iufini  aux  points  cycliques. 

Transformons  la  fii^uro  par  polaires  réciproques;  on  obtient 
une  courbe  du  troisième  degré  ayant  un  point  double  ;  à  la 
conique  Cj  correspond  une  conique  Ci'  passant  par  les  points  de 
contact  des  tangentes  issues  du  point  D',  et  ])ar  le  point  double  0'. 
C'est  donc  la  conique  polaire  de  D',  qui  passe  par  les  cinq  mêmes 
points. 

Son   équation   ponctuelle:     Xç^f^  +  y^fy  ■+■  zj'.    =  0    dépend 
linéairement  des  coordonnées  x^,  y^,  ^o    ^^  point  D';    les  coeffi- 
cients de  l'équation  tangentielle  en  dépendent  au  deuxième  degré. 
Si  donc  on  l'assujettit  à  être  tangente  à  une  droite,  le  lieu  de   D'   sera  une  conique  Ci. 
Son  équation  est 


H 


'  n       "  1 


0, 


H   étant  le  Hessien  de  la  cubique 

En  revenant  à  la  figure  primitive,  on  obtient  la  conique   C^. 

R.  GiLiiERT,  lycée  Jansoa-de-Sailly  (clnssc  de  M.  Bordeux). 

Auirej  solutions  ana'ytiques  :  MM.  C^rri',  lycée  d'Alger;  L.  Grâux,  lycée  de  Nantes;  Cli.  Huoon  (Ni  nés). 
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301. — On  considère  di'ux  cercles  fixes  de  rayons   R  et  R',   ayant  pour  centres  0  et  0',  et  une  droite 

fixe  D   parallèle  à   00';    suivre  les  variations  du  rapport  des  puissances  d'un  point  M  par  rapport  aux 

cercles  0  et  0'  quaml  ce  point  M  décrit  la  droite.  On  désignera  par  a  la  distance  00'  eipar  b  la  distance 

de  la  droite   D    à  la  droite  00'. 

(Certificat  daplitude  à  renseignement  spécial,  1893,  2"  session.) 

Plus  généralement,  supposons  la  droite  donnée  D   non  parallèle  à  la  ligue  des  centres.  Soient 
a,  a\   b,  b'   les  points  d'interseclioo,  supposés  d'abord  réels,  avec  les  cercles  0   et  0',  et  considérons 

ma.  ma' 


le  rapport 


,    que  nous  désignerons  par  1. 


mb .  mb' 

On  sait  qu'étant  donné  un  point   m,    il  en  existe  un  second   m' 

pour  lequel  le  rapport  précédent  a  la  même  valeur  :  c'est  le  point 

correspondant  au  point  m  dans  l'involution  définie  par  les  couples 

(rt,  a),  {b,b'). 

,.       ,  ,  ,  .    .         ,  ma.  ma' 

Pour  étudier  plus  aisément  les  variations  du  rapport     — ; r,» 

inb.mb 
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nous  allons  substituer  au  point  variable  m  le  point  variable   u,    milieu  du  segment  mm'.   De  même 
aux  points   a,  a',  b,  h'  nous  substituerons  les  milieux   a   et  p   des  segments  aa\  hb'. 
Dans  ces  conditions,  on  sait  qu'on  a 

ma. ma'       av.  ... 

mb.mb'       ,y.s' 

il  suffit  donc  d'étudier  les  variations  du  rapport    l  =z  '-—-- 

Examinons  d'abord  la  suite  des  positions  occupées  sur  la  droite  D  par  le  point  \j.  quand  le  point  w 
décrit  la  droite. 

1°  Plaçons-nous  dans  le  cas  ou  les  segments  aa',  bb'  sont  réels  el  n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre. 
On  sait  alors  que  les  points  doubles   e,  f  de  l'involution  (aa',  bb')  sont  réels  et  distincts  ;  que  chaque 

segment  aa'  contient  un  point  double  et  un  seul  et  qu'en  outre  le 

^   I H-. — I — ^— I ;>rr       seement  el'  ne  contient  aucun  milieu  de  serment  de  l'involution, 

^  Dans  ces  conditions,  le  point  m  décrivant  la  droite  dans  le  sens 

indiqué,  le  point  [j.  arrive  au  point  e  en  même  temps  que  m.  Quand  ce  point  m  décrit  e/",  le 
point  \).  décrit  la  porlion  (e,  —oc),  passe  à  h-  oo  et  décrit  la  seconde  portion  (+  ao  , /").  Enfin, 
quand   m   décrit  le  segment   (f,  +  oo),   le^point  \).   aussi  décrit  ce  même  segment. 

ï)  .  Il  est  maintenant  facile  de  suivre  les  variations  du  rapport  '--.    ISous 

_ — . . 1  iT  1  jj^f^ 


'        écrivons  seulement  le  tableau  de  ces  variations. 

-00  a  ea— 00  r-j  /"  p  -+■  oc 


00 


\  Coi  I X     ,  ,  » 

l  )     1  décroit  à  0  décroît  à—  croît  à  0  croit  à  1  croit  à  +oo  croità —•  décroit  à  —  oo  décroît  à  i. 

C[-'j  —oc  /p  +0C 

C'X  /  OL 

Ce  tableau  montre  que  —  est  un  minimum  et  y~  un    maximum.  Ces  valeurs  ont  lieu  quand    le 
point  fx  et  par  suite  le  point  m  coïncide  avec  l'un  des  points  doubles  de  l'involution. 


' — t — ' ^  2*^  cas.  —  Les  segments  aa',  bb'  sont  réels,  mais  sont  l'un  sur  l'autre.  Dans 

'  ce  cas,  les  milieux  a,  j3  sont  d'un  même  côté  du  segment  ef,  lequel  est  encore 

réel.  D'après  le  premier  cas,  il  est  facile  de  suivre  les  variations  du  point  <j.  connaissant  celles  du 
point  m;   je  ne  les  répéterai  plus  désormais  et  je  ne  fais  qu'écrire  le  tableau  des  variations    du 

rapport  —  • 

00  a  p  e  p  a  —  oc  /•  +  ce 

1  décroit  à  0  décroît  à  —oc  décroît  à  —  croît  à    4- oc  croit  à  0  croità  \  croità  -—  décroit  à  1. 

4-00  e^  — 00  f  ^ 

Dans  ce  cas  comme  dans  le  précédent,  le  rapport  X  premi  pour  iloux  positions  du  point  m  toule 
valeur  supérieure  à  —  et  toute  valeur  inférieure  à  —• 

t?"  cas.  —  L'un  des  couj)les  (bb'  par  exemple)  qui  définissent  l'involution  est  imaginaire.  Le  point  S 
est  alors  sur  le  segment  cf. 

L).  (— 00  a  e  a  — 00  /  -h  oo 

'  -hoo 


X  I       1  décroit  à  0  décroît  à  —  croît  à  0  croit  h  1   croit  à  —  décroit  à  1 
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Le  rapport  À  prend  doue  deux  fois  toute  valeur  comprise  daus  rintervalle  ( —  «    h- )  • 
—  Si  c'était  le  couple  aa'  qui  fiU  imaginaire,  le  rapport  X  prendraitdeux  fois  toute  valeur  extérieure 
a  1  intervalle    —  i     --   • 

./*  cas.  —  Les  deux  couples  ao',  hh'   sont  imaginaires.  Les  points  a  et  [3   sont  sur  le  segment  ef, 
et,  s'ils  sont  disposés  comme  nous  l'indiquons,  on  a  le  tableau  de  variations  suivant: 

(  ~^  /• 

[jL^— oc  e  -f-oc  /  +00 

Cx  ,.   -        M  W   ^        / 


c    0-      ft     /"  X  i      1     dccroit  à    —     croit  à     1     croit  à     --   décroit  à    1: 


X  prend  deux  fois  toute  valeur  de  l'intervalle     (— r>    -~\ 


5'^  fo*.  —  Les  couples  aa' ,  hh'  empiètent  l'un  sur  l'autre.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  tous  les  couples 
de  l'involution  sont  réels,  mais  les  points   e  et  /'  sont  imaginaires.  Voici  le  tableau  des  variations  : 

/  +  OC' 

y.  \    —  oc  a  [i  —  00  P  +00 


•^      '^      p        .   )       1   décroît  à  0  décroît  à   —oc      décroit  à    1    décroît  à  —'^      décroit  à   1 

1^    \  +00  +00 

On  voit  donc  que   X  décroit  sans  cesse  et  passe  encore  deux  fois  par  toute  valeur  réelle  donnée. 

tf®  ca^.  —  Les  points  doubles  e  et  f  sont  confondus.  (La  droite  D   passe  alors  par  l'un  des  points 

^  communs  aux   deux  cercles  donnés,  lesquels  se    coupent   nécessairement  : 

I^  '^  n^  daus  les  cas  précédents,  sauf  dans  le  cinquième,  les  cercles  pouvaient  ne 

pas  se  couper.) 

Les  couples  de  l'involution  ont  alors  un  point  commun. 

ij.  l    —  00  a  [i  +  00 

.    \      1     décroît  à     0     dccroit  à     —oc        décroît  à     +1. 

I'     [  +00 

7*  cas.  —  Les  deux  couples  aa' ,  hh'  sont  confondus,  c'est-à-dire  la  droite  D  se  confond  avec  l'axe 
radical  des  cercles  o  et  o'. 

Le  rapport  X   est,  dans  ce  cas,  constant  et  égal  à    1. 

S^  cas.  —  Si  l'un  des  couples  aa' ou  bh'  se  confond  avec  le  couple  formé  par  le  point  central  de 
l'invotion  et  l'infini,  le  rapport  X  est  constamment  nul  ou  constamment  infini. 

Nous  avons  ainsi  passé  en  revue  les  principaux  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Nous  ferons  observer 
en  terminant  que  la  question  revient  au  problème  de  la  section  déterminée  d'Apollonius,  traité  daus 
la  Géométrie  supérieure  de  Ghasles.  —  En  outre,  nous  avons  mis  en  évidence  ce  fait  que  les  cercles 

donnés  ne  jouent  aucun  rôle  dans  la  discussion  du  rapport    —p- — p-     Cette  discussion  serait  identique 

avec  deux  coniques.  D'ailleurs,  il  sufTit  de  projeter  les  figures  précédentes  pour  arriver  à  cette  conclu- 
sion. Enfin,  il  est  bien  évident  que  le  rapport  de  deux  trinômes  du  second  degré  pourrait  se  discuter 

de  la  même  manière. 

(A.  Pages,  à  Montpellier.) 

ont  envoyé  des  solutions  exacU-s  :  MM.  J.-n.  Km  illit,  in-ilituliMir  :\  Monistrol-sur-Loire;  Dr>combbs,  ri'pélileur  au  lycée  d'Annecy. 

♦ 
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314.  —  On  considère  les  coniques  inscrites  à  un  triangle  ABC  et  passant  par  un  point  fixe  P.  Trouver 
l'enveloppe  de  la  polaire  d'un  sommet  A  par  rapport  à  ces  coniques. 

Si  l'on  prend  le  triangle    ABC  pour  triangle  de  référence,  l'équation  tangentielle  des  coniques 

inscrites  est 

/'(m,  V,  w)  =  bvw  -h  b'wu  +  b"uv  =  0. 

En  écrivant  que  ces  coniques  passent  par  le  point  P(a,  p,  y),   on  trouve 

b^oi^  +  b'^p^  +  b"^f  -  %'b"py  -  26"6Ya  -  266'a;î  =  0.  (1) 

Les  coordonnées  de  la  polaire  du  point  A    vérifient  les  équations 

/■;  =  btv  -+■  b"u  =  0, 

/;;  =  bv  +  b'u  ^  0; 

b  b'  b" 

on  en  tire  —  = =  » 

u        —  V       —  w 

et,  en  remplaçant  dans  la  relation  (1)   b,  b',  b"  par  les  quantités  proportiomielles    u,  —  i\  —  ic,   ou 

obtient 

OL^U^  +  [i^U^  -f-  y^w'^  —  '2^'(VIV  4-  -lyawu  +  2xSMr  =  0, 

équation  tangentielle  de  l'enveloppe  demandée. 
L'équation  ponctuelle  correspondante  est 

ayz  —  p3X  —  yxy  =  0; 

elle  représente  une  conique  circonscrite  au  triangle   ABC,   et  comme  l'équation  peut  s'écrire 

(ya;  -  y.z)(^x  -  ay)  -  pva;»  =  0, 

on  voit  que  le  point  F  est  le  pôle  de  la  droite   BC. 

Remauque.  —  Transformons  la  figure  liomographiqueraent  en  prenant  les  points  BetC  pour  points 
cycliqu(>s;  les  coniques  sont  alors  des  paraboles  ayant  pour  foyer  lo  po'ut  V  transformé  du  poiut  A 
et  passant  par  le  point  F'   transformé  du  point   P. 

La  polaire  du  i)oint  A'   est  la  directrice,  et  l'on  voit  immédiatonuMit  que  cette  droite  enveloppe  le 

cercle  qui  a  pour  coiitt(>  le  iioint   P'   et  qui  i)asse  par  le  point    A',    l'^ii  revenant  à  la  première  figure. 

l'enveloppe  sera  une  (*,)ni(|uc  circonscrite  au  trianiilc     ABU    et  [)our  laquelle     BC    sera  la  polaire  du 

point   P. 

11.  Ksi:oT,  à  Labaujlide-sur-Lbers  ^Ariègc). 

Ont  résolu  la  mvmp.  question  :  MM.  Ai'nniiN  ;  I,.  fU^sAi.,  ly.-éft  de  Toulouse:  r.li.  Ukaiilion,  I.oiiislcdr.iiui  ;  V.  C.vhkn.  r.ondorcol:  V.  Cazisiu> 
Tli.  (".iioLi.KT,  lycée  do  l'oitiers;  f.AHHUS,  ;ï  Al^i'T;  A.  Cr.AiMKit;  DinBcii.  à  roiiloiisi-  ;  K.  tiAi.iiKii.  ,i  liordfiuix  ;  !..  i.hai  \.  lyitV'  do  Nantes;  M.  LuiAii 
l.vNNKs,  lyc(''e  lloc'lie;  Leiirup.  iyci'e  de  Ilouin  ;  II.  LEC.orviiKUH,  a  liejune  ;  J.  Lkmaihe,  à  IHiiiai;  M.  Mrvnikh,  I  ouis-lo-f.rand  ;  r.  >mis.  Condorii-l 
Jean  Tanasbsco,  à  Hucaresl;  Tubvbnot;  (i.  Tzhv.kica,  ù  Hucarest. 


31Q.  —  On  considère  les  cotiiques  inscrites  à  un  Iridiiqlc   .VBll  et  Iclle.^  que  la  polaire  A'B'  de  V.  pajisc 
par  un  point  fi  ve  P.  Soit  C  le  point  de  contact  avec  .VB.  Trouver  k' lieu  du  point  de  reticontrc  de  CC  et  A'B'. 

Prenons  le  triangle   .VBLl   pour  triangle  do  référence;  ré([uation  tangentielle  des  coniques  est 

/\u,  V,  «')  =  bvw  -+-  b'wu  -h  b"uv  —  0. 


3i)i  GÉOMirraiK  analytique 

Los  cooinlonnées  de  la  polaire    \'\V   du  poini,   C   sont  détorminces  par  les  lujuations 

/;  ^  b'iu  +  b"v  =  0, 
/•;  =  bio  -h  b"u  =  0  ; 

U         V  w 

on  en  tire  _  ^  _  ^  __, 

de  telle  sorte  que  l'ôquation  de  cette  droite  est 

bx  +  b'n  —  b"z  —  0;  (1) 

en  écrivant  ([u'ellt»  passe  })ar  le  point   P(a,  p,  y),    on  a 

6a  4-  6'.3  -  6"y  =  0.  (2) 

Le  point  de  contact  C   da  côté   AB    a  pour  équation 

/■J,  —  b'u  +  bv  ~  0; 
ses  coordonnées  sont  b' ,  b,  0,    et  l'é(|uation  de  la  droite   GC   est 

bx  -  b'y  =  0.  (3) 

Ka  éliminant  6,  b'  et  b""   entre  les  cquatio  js  (1),  (2)  et  (3)  on  aura  l'équation  du  lieu. 

On  obtient  sans  peine 

ayz  +  ^zx  —  l^xy  =  0, 

qui  représente  une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence,  passant  par  le  point   P    et  par  rap- 
port à  laquelle  les  droites   AB   et  PC   sont  conjuguées. 

Rkm.vuque.  —  Transformons  hoinographiquement  la  figure  eu  prenant  les  points  AetB  pour  points 

cycliques;  les  coni(|ucs  deviennent  des  paraboles  ayant  pour  foyer  le  point  Gj,  transformé  du  point  G, 

et  dont  les  directrices  passent  par  le  point    Pj ,   transformé  du  point  P.    On  voit  alors  que  le  lieu  du 

point  de  rencontre  de  la  directrice  et  de  l'axe  est  le  cercle  décrit  sur   P,G,    comme  diamètre,  et  en 

revenant  à  la  figure  primitive,  on  obtient  les  résultats  énoncés  plus  haut. 

R.  EscoT. 

Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Aldoun;  L.  Bassal;  Ch.  Bkaili.ion;  A.  Cahen  ;  A.  Gazamian;  Chollbt;  Caruus;  A.  Clapier;  Ditech; 
E.  Galtier;  L.  Graux;  M.  Laoatu;  I.an.nes;  Leheup;  Lbmaikk;  U.  Lecouvrbur  ;  Meynier;  P.  Nillus;  J.  Tanasesco,  Thévenot,  Tzitzéii:a. 


331.  —  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  do/U  on  donne  une  tangente,  le  point  oii  la  directrice  rencontre  cette 
tangente  et  la  distance  de  l'axe  à  un  point  fixe  A. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  0  où  la  directrice  rencontre  la  tangente  donnée, 
et  pour  axe  de  x   ci'tle  tangente  .  L'axe  des  y  est  la  perpendiculrire  élevée  en  0  à  O-r. 

Une  des  paraboles  de  l'énoncé,  tangente  à  Ox,  l'est  aussi  à  Oy,  puisque  le  sommet  des  angles 
droits  circonscrits  à  la  pariibole  est  sur  la  directrice.  Soient  P  et  Q  les  points  de  contact  de  la  parabole 
avec   Ox  et  Oy,    et  posons   OP  =  a,     OQ  =  [i. 

L'équation  de  cette  parabole  est  i  / — i-  i /^  =  1 
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Le  foyer  F   de  la  parabole  se  trouve  à  l'intersection  de  la  droite    PQ    avec  la  pcrpeudiculaire 
abaissée  de   0   sur  PQ;   les  coordonnées  de  ce  point  sont 


'  +  fi«  ^         a»  +  [i"  ^   ' 


La  droite  qui  joint  0  au  milieu  de   PQ   est  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole;  son  coefficient  angu- 

:e  e: 


fi 
laire  est  -»   de  sorte  que  l'équation  de  l'axe  est 


y  - 


a*  +  p' 


^0^  _  _^È!_\ 


X         II         a^  —  fi'* 
OU  ~  -h ^    =  0. 

a         j5         x^  4-  [i^ 

Désignons  par  p  ot  q  les  coordonnées  du  point  A  et  par  a  la  distance  de  ce  point  A   à  l'axe  do 
la  parabole,  on  a 

P  _i,    «'  -  i^' 

f  h  «u  -i_  «a 

.-:::  0.  (2) 


a 

q        o.--r 
p         a»  +  p» 

\/^^^ 

Le  lieu  du  foyer  s'obtient  on  éliminant  a  et  [3  entre  les  relations  (1)  et  (â).  Or  les  équations  (1) 

donnent 

x^  -h  y''  .      x^  -h  y' 

a  —  >  p  — 


X  y 

en  portant  ces  valeurs  de  a  et  [3    dans  (!2),  on  trouve  pour  le  lieu  du  foyer 

(x»  -  y'  +  qy  -  pxy  =  a«(x*  +  y»). 

Le  lieu  est  donc  une  quartique  ayant  un  point  double  à  l'origine  et  deux  asymptoLes  doubles 
parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes. 

L'équation  du  lieu  transformé  en  coordonnées  polaires  devient 

p  cos  0  —  r/  sin  6  ±  a 

/'  =    ; • 

COS  20 

E.-N.  Bakisibn. 

Solutions  analogues  par  MM.  A  Cazamian  (Pau^  DESi;OMBES(lyci'o  d'Annecy),  fieorgps  I'oi'iliiart. 

AuTUK  SOLUTION.  —  Pronous  pour  axe  des  y  la  tangente  donnée  et  pour  origine  le  point  de  ren- 
contre de  la  directrice  et  de  celte  laiigenle,  l'axe  des  x  étant  perpendiculaire  à  l'axe  des  y.  Il  est 
évident  que  les  deux  axes  sont  tangents  à  chacune  dos  paraboles  cont^idérées.  Cela  étant,  si  F  est 
le  foyer  do  l'une  do  ces  paraboles,  la  droite  OF  et  la  directrice  correspondante  ont  des  coenicieuts 
angulaires  égaux  et  de  signes  contraires;  donc,  si  l'on  représente  la  direclrico  par  l'équation 

X  cos  9  +  y  sin  <f  --  0, 

et  si   a,  [i   sont  les  coordonnées  de   F,   on  a 

sincp       cos  9  "^ 

D'autre  part,  l'axe  a  pour  équation  : 

{x  —  i)  sin  ?  —  (y  —  t^)  cos  cp  —  0. 
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On  a  doue,  eu  appelaul   p,  q   les  coordonnées  du  poiut  A   et  a  sa  distance  à  l'axe 

{/)  —  a)  siutp  —  (q  —  fi)  COS9  —  a. 
Il  en  résulte  imniétliatenieul  ()ue  lÏMiualiou  du  lieu  est  : 


ij>  -  a-)x  -  {q  -  y)y  =  a\/x-'  +  y\ 
ou  (.i-«  -  y'  +  qy  -  pxy  =  a'{x'  ■+■  ?/"). 


337.  —  Lieu  du  centre  d'un  triangle  équilatéral  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  parabole. 

En  posant     tg  cp  =  A     et    tg  ^  =  m,     ou  a  la  relation  connue 

8m  —  wi' 


1  -  3/«* 

ou  m'  —  3Xm'^  —  3r?i  +  X  =  0. 

Cette  équation  du  troisième  degré  admet  pour  racines  les  coefiicieuts  angulaires  des  côtés  d'un 
triaugle  équilatéral,  les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires;  si  l'on  désigne  par 
7»,,  7«,,  wi,  ses  trois  racines,  on  aura 

Iwjj  —  8X,  SmjWj  =  —  3,  m,mjWi3  =  —  X.  (1) 

Considérons  alors  trois  normales  à  une  parabole  parallèle  à  ces  directions;  leurs  équations  sont 

y  =  m,{x  -  p) ^, 

pmi 
y  =  m^ix  -  p)-  îl^, 

y  =  m,{x-  p) ^. 


En  résolvant  les  deux  premières,  on  a 

^  —  P-^  %  W  +  ^i^^ï  +  "'2), 

y  =  |»ii'"2(»'i  +  '"2); 

Ces  expressions  sont  les  coordonnées  d'un  des  sommets  du  triangle  équilatéral  formé  par  les 
Irois  normales  ;  on  aura  les  autres  en  permutant  les  indices. 

Les  cordonnées  X  et  Y  du  centre  du  triangle  sont  alors  obtenues  en  ajoutant  respectivement 
les  valeurs  de  x  cl  celles  de  y   et  en  divisant  ces  sommes  par  3. 

On  trouve  ainsi 

3X  =  3p  H-  I  (Slmif  +  i:7n,mj  =  Ap  -\-  |  [^(Xwj^  -  3i:m,m,], 


ou,  en  tenant  compte  des  formules  (1), 


X  =  "1  -f-  \p}\  (2) 
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De  même  3Y  =  ^  Smfwjj  —  û  (^"îi'Smimj  —  Swirn^mj), 

Y  =  -  pX.  (3) 

En  éliminant  X  entre  (2)  et  (3)  on  a  l'équation  du  lieu 

3Y^  -  pX  +  ?!"  =  0, 

qui  représente  une  parabole  ayant  même  axe  que  la  parabole  donnée. 

MM.  AuDiBERT  et  E.-N.  Barisibn  ont  résolu  celte  question. 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

Mathématiques  spéciales. 

351.  —  On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  H  qui  déterminent  sur  l'axe  Oi/  des  sej^menis 
variables  ayant  leur  milieu  au  point  0,  et  qui  divisent  harmoniquement  un  segment  fixe  AB  porté  par 
l'axe   Oa;   perpendiculaire  à  l'axo   Oy.   On  désignera  par   a,  b   les  abscisses  des  points   A   et  B. 

1°  Prouver  qu'il  y  a  dans  le  plan  xOy  une  infinité  de  segments  MM'  divisés  harmoniquement  par  toutes 
les  hyperboles  H;  les  extrémités  M,  M'  de  ces  segments  sont  chacune  le  centre  d'une  hyperbole  H  réduite 
à  deux  droites. 

2"  Les  extrémités  M,  M'  d'un  môme  segment  sont  les  foyers  d'une  conique  tangente  eu  O  ii  l'axe  Ox 
et  tangente  en  des  points  variables  aux  parallèles  à  l'axe   Oy   issues  des  points   A   et   B. 

3°  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  segments   MM'   et  le  lieu   S   de  leurs  extrémités   M    et   M'. 

4"  Montrer  que  ce  dernier  lieu  S  est  une  courbe  que  l'on  peut  définir  comme  l'enveloppe  de  quatre 
familles  de  cercles  qui  touchent  chacun  la  courbe  en  deux  points.  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles 
et  prouver  que  la  courbe    S   peut  se  reproduire  de  trois  manières  par  inversion. 

.')°  Aux  extrémités  M,  M'  de  chaque  segment  divisé  harmoniquement  par  les  hyperboles  II  on  mène  les 
tangentes  à  la  courbe    S;    trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes, 

Mathémal iq lies  élémenta  1res . 

On  considère  un  quadrilatère  0  de  sommets  A,  B,  C,  D,  dont  les  diagonales  se  coupent  eu  un  point  O, 
cl  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  OAB,  OBC,  OCD  et  ODA.  Les  centres  0,,  O2,  O3 .  (.>4  do  ces 
cercles  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  P. 

1"  Le  parallélogramme  P  étant  donné,  démontrer  que  tous  les  quadrilatères  »J  qui  lui  correspondent  ont 
une  surface  constante  et  des  diagonales  de  longueur  constante. 

2°  Le  parallélogramme  P  étant  donné  et  le  point  0  étant  assujetti  ii  décrire  une  droite  A,  prouver  que 
les  sommets  du  quadrilatère  (J  so  déplacent  sur  les  côtés  d'un  parallélogramme  P';  étudier  la  déformation 
do  P'  quand  A  varie;  trouver  les  positions  de  la  droite  A  pour  lesquelles  le  parallélogramme  P'  a  une 
surface  maximum. 

y*»  Construire  le  quadrilatère   Q    connaissant  le  parallélogramme    P    ol,  soit  iloux  angles  de  0,   ?oit  les 

.      AB       CB     .^. 
rapports     t.-    et  77,, ♦    Discuter. 
•^  Al)       (.U 

i"  On  suppose  que  le  (juadrilatère  0  soit  inscriptible;  connaissant  le  parallélogramme    P,  trouver  le  lieu 

des  sommets  de   Q   et  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère.  (^Ces  lieux  sont  des  coniques.) 


Composition  sur  l'analyse  et  ses  applieatinns  gcométnques. 

On  considère  l'intégrale  V  —    /  "— 

4/1   =a 


(1  -t-  s  -t-  z^)dz 


.S()S 
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obtenue  en  allant  du  jioinl  (I)  avi  point  (;)  par  un  chtMuin  quelconciue,  la  valeur  initiale  du  radical  pour  z  —  [ 
élaul    -+-  V  <r-  -(-  I,  et    a    désignant  un  nombre  cviiunrnsuritlilt:. 

1^'  Indi(iuer  la  nature  des  points  singuliers  de  l'intt'-j^'rale  V; 

-''  Calculer  les  périodes  de  cette  inléi;rale; 

3'*  Montrer  que,  pour  une  inlinité  de  valeurs  do  a,  le  nombre  des  périodes  se  réduit  à  un;  indiquer  la 
méthode  à  suivre  pour  obtenir  Tt-xpression  générale  de  ces  valeurs  de   a. 

II.  —  Les  variables  complexes    u   et    r-    étant  liées  par  la  relation 

«2  =  14-  zc>, 

on  considère  1  luteLrralr  \\  =  1  ..   — 

J  zhi 

dans  laquelle    Vyz,  h)    désigne  un  |)ol\nome  entier  en  ;    et   h. 

Trouver  la  forme  (juc  doit  avoir  ce  polynôme  : 

1°  Pour  que  l'intégrale  W  soit  linie  en  tous  les  points  du  plan  des  ;  à  dislauc(!  finie  ou  infinie,  quelle 
que  soit  la  détermination  adoptée  pour    n,  excepté  au  point   3  =  0,  la  valeur  correspondance  de  u  étant  +  1; 

'i^  Pour  que  le  résiilu  de    W    relatif  à  ce  point   (s  r=  0,  «  =  4-  1)    soit  égal  à    -t-  1. 

'kV>  Le  polynôme  P(z,  «)  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  quel  est,  en  général,  le  nombre  des 
périodes  de  lintégrale   W?  Mécanique  ralionneUe. 

Une  plaque  homogène  pesante  inlinimcut  mince,  ayant  la  forme  d'un  triangle  équilatéral  A,A.2A.;),  de 
de  côté    a,  repose  par  le  sommet   A,    sur  un  plan  horizontal    P   sur  lequel  elle  glisse  avec  froUemenl,  tandis 

que  le  côté   AoAj   glisse  sans  frolleinent  sur  un  plan  horizontal  P'  placé 
au-dessus  du  premier. 

Le  triangle  est  percé  on  son  centre  de  gravité  G  d'une  ouverture 
infiniment  petite,  dans  laquelle  passe  une  tige  verticale  fixe  UC  par- 
faitement polie  :  la  réaction  de  cette  tige  00'  sur  le  triangle  est  donc 
une  force  horizontale  appliquée  eu   G. 

Enfin,  on  suppose  le  plan  du  triangle  incliné  de45o  sur  la  verticale. 
A  l'instant   l  —  0,    on  imprime  au  triangle,  autour  de    00',    une 
vitesse  angulaire   cjy,    dans  le  sens  positif  des  rotations. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  système  et  de  calculer  les 
réactions  normales  des  plans    P   tt    P'   sur  le  triangle. 
1"  Montrer  que,  si  la  vitesse  angulaire  iuiti  île   '•>„  auneccr.aine  valeur   [x,  la  réaction  du  plan   P    sur 
le  sommet   A,    est  nulle. 

2*^  Indiquer  ce  qui  arrive  suivant  que  '•>,)  est  inférieur  ou  supérieur  à  ;j.,  et  suivant  que  le  sommet  A, 
peut  ou  non  s'élever  au-dessus  du  plan    P. 

Nota.  —  On  appellera  N,  la  réaction  normale  du  plan  P  sur  le  sommet  A,  et  on  remarquera  que  les 
réactions  normalts  du  plan  P'  sur  le  côté  A.)Â;,  peuvent  se  réduire  à  deux  forces  verticales  N^  et  N3 
appliquées  aux  sommets  A^  et  A^.  Si  l'on  prend  pour  axes  liés  au  corps  solide  mobile  un  axe  Go;  dirigé 
suivant  G.A,,  un  axe  Gj/  parallèle  à  A2A3,  et  un  axe  Gs  normal  au  plan  du  triangle  et  dirigé  vers  le 
haut,  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point   0    est  de  la  forme 

A(a:2  +  j/)  4-  2A32  =  L 


HK  M  A  ROUI'] 

La  solution  du  n'  ;i29quc  nous  avons  iusoréc  par  inadvertance  est  inexacte;  plusieurs  correspondants  (MM.  Laisant, 
Valot,  Audibcrt,  etc.)  nous  ont  écrit  à  ce  sujet  et  leurs  remarques  sont  parfaitement  fondée?. 

11  faut,  en  cHet,  qu'à  chaque  instant  la  tangente  à  la  trajectoire  décrite  par  le  point  M  représentant  le  jockey  soit 
dirigde  vers  le  point  M'  qui  se  meut  sur  la  circonférence.  Kn  appelant  x,y  les  coordonnées  du  point  M,  on  doit  donc 
avoir,  en  désignant  par  a  la  vitesse  du  jockey  et  par  a  la  vitesse  angulaire  du  cheval  : 

dy  R  sin  txl  —  y 

dx       R  003  Oit  —X 

y^dx^  +  ihf  =  ii.dl 

Le  problème  résolu  par  M.  Meynier  est  donc  celui-ci  :  un  p-iol   M'    décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme; 

quelle  courbe  doit  décrire  un  point  mobile,  animé  d'un  mouvement  uniforme  et  pirlant  du  centre  du  cercle,  peur  qu'à 

chaque  instant  le  rayon  v«cteur  de  .\I  passe  par  le  point  M'.  —  La  spirale  trouvée  n'est  pas  une  courbe  de  poursuite.  —  La 

question  :]2tj  n'est  pas  résolue. 

^ 

Le  Rédacteur-Gérant  :  H.  VUIBERT. 


PARIS..  —  mrniitERu.cHAix.  —  inao-"-»*. 
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FAISGl^AUX    DE   DROITES 

COUPANT    UNE    CONIQUE    DONNEE    SOUS    UN    MEME    ANGLE 
Note  par  M.  P.  Itarbarin,  professeur  au  lycée  de  Borde  lUX. 


I.  —  Ellipse  et  Hyperbole, 

Théorème  I.  —  Étant  donnée  trois  points  Mj,  M^,  M3  d'une  conique  à  centre,  il  existe  un  point  P 
et  un  angle  0  tels  ([ue  les  droites  PMj,  PM,,  PM3  soient  inclinées  du  même  angle  0  sur  les  tangentes  en 
Mj,M,,M3. 

Car,  soient  Xq,  iJq   les  coordonnées  de   P, 

x^  +  yo  cotfi^  0  =  jo,  -  qi^Q  =  p'  -.  x^  -  I/o  tg  Ô, 

y,  -  Xo  cotg  0.=-  q,  p  tg  0  =  q'  =  ij,  +  x^  tg-  0 

des  notations  abrégées,  et 

Bx'  +  Ay^  -  AB  ^  0  (l) 

l'équaliou  de  la  conique  donnée   C.    Les  points   M^M^jM,   sont  sur  l'hyperbole  cquilatcre 

Cxij  +  Bqx  —  kpy  +  AB  cotg  0  =^  0,  (2) 

où     C  =  A  —  B  >  0.     Mais  le  cercle   MiM^Mj   coupe   G   eu  un  quatrième  point  Nj,   et  .si  Mj  est  le 

point  de   C    diamétralement  opposé  à    N^,   en  prenant  les  équations  de    M,M.j   et   MjM^    sous  les 

formes  respectives 

ux  +  vy  —1=0, 

Bvx  +  kuy  +  w  =  0, 

les  quatre  points  sont  sur  l'hyperbole  équilatcre    H 

(Au-  +  Bc*)./'?/  +  (uiv  —  By).r  +  {vw  —  ku)tj  4-  AI3»r  —  w  --  0.  (3) 

L'identilication  des  équations  (2)  et  (.'!)  conduit  à  un  système  de  trois  l'orin.'s  Une. lires  d'où  l'on 
déduit  un  système  unique  de  valeurs  pour     colg  0,   p   et   q,   x^,   et   //o 

Au*  4-  Bv'^       uw  —  Bv       VU'  —  Au       A  Bue  —  //' 

n  ""        B^        ^      -  Ap"  ""  AUcotgT  '  ^  ^ 

CoKoi.LAntK.  — Le  point  M,  jouit  des  mêmes  propriélés  (jue  M,.  M,,  M,;  ilotu*  V  est  le  centre 
d'un  faisceau  de  quatre  droites  ([ui,  tournant  dans  le  même  sens  do  l'anglo  0  déterminé,  viendraient 
s'appli([ner  sur  les  directions  menées  [)ar  1*  paralli'UMuenl  aux  tangentes  en  M,.  M,,  ^î,,  ^f^.  Xous 
l'appellerons /<' /Wj.sc('«u   0   décentre    P    relnlif  à  la  conii/uc   C. 

Ouand  /r  x,  11  est  formée  do  la  ilroile  M, M.,  et  de  la  drjite  de  l'inllni.  On  a  alors  0  _  0,  le 
faisceau  conlient  les  langontos  issues  de  P  et  ayant  M,,  M.^  pour  points  de  contact,  avec  les 
parallèles  menées  par    P   aux  asymptotes  do  C. 

Pour     m;  =  ABuy,     0  —  ^.     on  a  le  faisceau  normal  issu  de    l'. 
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Théorème  II.  —  si  l'on  mcuc  par  P,    M,,    M,,    M3,   M^    une  conii/ue,  elle  pds.sc  à  l'origine,  eoupe 

les  a.res  de  coonlonnées  au.r  poinis  d'abucisse  p'   et  d'oi'(li)nni^e   ^\'   el  a  se.s  a.res  de -symétrie  inclinés  sur  les 

0  -        0 

précédents  d'angles  i^ijaux  à    -    et     .  —  ^,  • 

Eu  ollct.  si  ou  tient  compte  de  (1),  l'éiiuatiou  ("2)  peut  s'écrire 

Rv'  H-  Aï/*  -(-  C  1^0. xij  -  Bp'œ  —  A7'//  —  0;  (5) 

on  V  rei-ounuit  aiséniont  les  propriétés  énoncées.  Ajoutous  que  si  par  P  ou  lucne  ticux  droites  inclinées 
de  l'aujile  0  sur  Oa-  et  0//  dans  le  sens  même  ou  le  faisceau  0  touroaut  autour  de  ce  point  vient 
s'appliquer  sur  celui  des  directions  tane;eutielles  en  M,,  M.^,  M,,  M^;  p,  q,  p',  q'  sont  précisément 
les  coordonnées  de  leurs  intersections  avec  les  axes   0.x   et  Oy. 

CoiuiLL-Uiu;.  — Etant  donnés   P   et   0,    les   points   Mj,  M^,  M3,  M^    s'oijtiendrout  eu  construisant 
la  conique  (o)  et  eu  construisant  ses  points  d'intersection  avec   C. 

Théorème  III.  —  Si    M,  c/  M,    demeurant  fixes  sur  C,    on  fait  varier  Mg,       P  décrit  le  cercle 
passant  par     M,,M.^     et  le  pôle  U,    de    Mj  M.^. 

Ceci  résulte  en  eiïet  de  ce  que  le  quadrilatère    M,  M.^PUi     est  inseriptible.  On  obtient  l'équation 
du  cercle  en  éliminant     w   et   0     entre  les  équations  (4);  elle  a  la  forme 


A(/) 


Cm(1  -  Bt;«) 
Aw^  4-  By'-^ 


{y  -  Bm) 


C(;(f  -  Au^) 
•'         Aii^  +  By2 


0.  (6) 


Relations  entre  les  coordonnées  de  P   et  celles  du  pôle  U, . 
Les  coordonnées  de    U^    sont    Xj  =  Au,     Yi  —  By.     D'ailleurs, 

(BX?  4-  AYf)cotgO  ^ 


donc  les  formules  (4)  donnent 


w  =  XJi  -  ^ 


_  CY,tge(A-Xf)  ,.  _  y  ^  GVtgO(B-_Y[) 

i'  -^^^       BX?  +  AYf      '  ^  ^  ^'  ^       BX?  4-  AY? 

et  déterminent  a^o  et  ^o   en  fonction  de   X,  .Yj. 

Théorème  IV.  —  Le  faisceau  0   enveloppe  une  courbe  du  sixième  degré. 

Ba; 
X  Qi  y    désignant  les  coordonnées  d'un  des  points     M^,  Mj,  M,,  M^,     soit  —  -r-  —X,  coefficient 

Ay 

angulaire  de  la  tangente  eu  ce  point;  les  équations  (1)  et  (5)  donnent 

_        Al(p"A  -  g')  _       -  B (/>->.  -  q')  ' 

~  AX»  -  ex  tg  0  4-  B  '  ^       AX^  -  ex  tg  0  +  B  '  ^  ' 

F(X)  =  (AX«  -I-  Bj(/>'X  -  (j')-"  -  (AX*  -  ex  tgO  4-  B)  =  0; 

lu  troisième  fait  connaître  les  directions  tangentielles  en     Mj,  M^,  M,,  M,,    c'est-à-dire  le  faisceau  X; 
elle  est  du  ({ualriènie  degré.  On  la  discute  suivant  les  signes  de  A  et  B. 

1°    AB  >  0.     C  est  une  ellipse.    0   étant  donné  et  supposé  aigu,  soit   a  l'angle  minimum  aigu  de 
deux  diamètres  conjugués. 

0  <  a;     on  a  0,     2   ou     4  racines  réelles; 
U  ^  x;     on  a  au  moins     2  racines  réelles. 

"2"    AB  <  0.     C  est  une  hyperbole.  —    Quel  que  soit  h,  l'équatiou  en   X  a  au  moins  deux  racines 
réelles. 
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Le  nombre  des  racines  réelles  du  faisceau   0   égale  d'ailleurs  celui  du  faisceau   À, 
Ceci  posé,  en  éliminant  X   entre  les  équations 

dF{l) 


F{X)  ^  0, 


d) 


=  0, 


ou  a  une  équation  du  sixième  degré  qui  est  celle  de  la  courbe  enveloppe  du  faisceau    0. 


tgaylgOy^^ 


Pour  construire  aisément  cette  courbe,  on  cherchera  le  point  de  contact  d'un  rayon  du  faisceau, 
par  exemple  de   PM,.    Ses  coordonnées  salislbnl  aux  équations 


X  = 


A'B»(j;  4-  y  tgO)  4-  G  tgO(A'</-'  +  h^œ^  tgO) 
A«B*8éc»0 


„  _  A»B'(y  -  a;  tg  Q)  -I-  C  tg  Q(B»j;"  -  ^Y  ^p  ^) 
~  AHi»  séc'  0 

rfX  =  (A^-^^-^t^QUAB-aCn/tgO)  ^ 
A'By  séc»  0  ' 

^Y  ^  _  IVV  tgO  -+-  Bx)(AB  -  3  C  J-j/  tg  0) 
AB».r  séc*  0 


'/,'/. 
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Prenons  pour  exemple  une  ollipso.  Les  points   x,  //   de  collo  courbe  oîi  l'on  a 

A//  -  \ix  Ig  0  ^   0, 
l'onl  connaître  les  Uingenles  parallèles  à    0//   clans  la  courbe  enveloppe.  —  De  même, 

A//  1-0  +  lu-  :=  0, 
détermine  les  tani;enles  parallèles  à    O.c 

L'éciualion  AB  -  HCxij  tgO  —  0 

lionne  à  la  l'ois   r/X  —  0,   f/Y  —  0   et  correspond  à  des  poinis  singuliers  (jui  sont  des  rebroussemenlH 

,       ,     .  2v/ÂB       1 

lie  première  espèce;  loutelois,  ils  n  i-xistent  ([uc  si     Igû  ^        „     =  q  tga. 

La  discussion  des  dillërentes  formes  de  renvelopi)e  dépend  donc  de  la  gramleur  de    0. 
Ou  a  ainsi  les  tracés  de  la  page  précédente,  où  la  courbe  eu  points  est  l'ellipse  C. 
0  —  0.     Ellipse  avec  ses  asymptotes  imaginaires  doubles. 

0  =  ^.     Développée  de  l'ellipse   C. 

Lorsque   C   est  une  byperbole,  on  a  des  tracés  analogues. 

Théorème  V.  —  Les  centres  w^,  W3,  w,,  Wj   des  cercles  passant  par  trois  des  points   Mj,  Mj,  M3,  M» 
sont  Mir  une  même  conique   V,  semblable  à  C,   et  ayant  ses  directions  d'axes  perpendiculaires  à  celles  de  C. 

En  eflet,  soient  x^,  y^  les  coordouuées  de  M^.  w^  est  le  centre  du  cercle  passant  par  Mj,  M^,  M3 
et  N4   opposé  à   il4.    L'équation  de  M3N4   étant 

u{x  +  x^)  -  v{y  -hy,)  =:  0, 
celle  du  cercle   M^   a  donc  la  forme 

^ {X'  +-  y)  -  {t  +  i)ux  -  [t  -  i)vy  -  ~^^—  =  0, 

oh.   t  =  —  {uXi  —  vi/i). 

Si  ron  tient  compte  alors  des  équations  (4),  dans  lesquelles! 

m;  =  —  (BvXi  +  A^U!/^), 

en  éliminant  u,  v,  t   fonctions  de  x\   et  y^,   l'équalion  du  cercle  prend  la  forme 

^{x  4-  x,)[X{x  -p)  -  \ix,\  +  My  +  y,)[B{y  -  q)  -  ky,]  =  0,  (8) 

(jui  revient  à  celle  donnée  par  Joacbimstal,  mais  qui  est  plus  simple. 

Pour  0  =  0,   cette  équation  se  réduit  à  celle  de  M3N4.    Le  centre  i<\  a  donc  pour  coordonnées 

p       Q,x^  _  9       ^  •'/* 

il  appartient  à  la  conique   T         A (-2a;  -  pY  +  B{^y  -  qV  -  C*  =  0,  (9) 

dont  le  centre  est  au  milieu   w  de  pq;   si,  ce  point  pris  comme  centre,  on  construit  une  conique  bomo- 

thétifiue  à    C,    le  rapport  étant   =^  et  (lu'on  la  fasse  tourner  de  90"  autour  de  oj,  on  aura  la  conique 

'  ^  2v/AB 

chercbée  V.  Le  quadrilatère  MiM^w^m^  est  inscrit  dans  cette  conique,  et  il  sera  aisé  de  vérifier  (|ue  ses 

côtés   10,0),,  Wj(o,,...  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  M3M4,  M^M,,. , .    du  quadrilatère 

inscrit  dans  C. 

Les  points  oj,,  o),,  w,,  ^ù^  jouissent  encore  d'uLC  autre  propriété  essenlielle;  ils  sont  également 

sur  une  byperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  les  axes  mêmes  de   C   et  pour  é(|uation 

xy=^^  +  ^  cotg  0.  (10) 
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Théorème  VI.  —  TjCS  centimes  wj,  w^,  W;,,  w^  appartiennent  à  un  faisceau  0   relatif  >i    r   et  ayant 
pour  centre  un  point  déterminé  2   du  plan. 

Ce  théorème  intéressant  résulte  des  propriétés  des  équations  (0)  et  (10^.  Portons  l'origiue  en     co 
et  posons 


^^-4-Xl3-^' 


B, 


C^ 


•A, 


Yo  cotg  0  -  /)^  r^ 


Cp 
2B 


iAB 

Y„  —  Xo  cotgO 


(h^ 


-2A' 


les  équations   (9),  (10)    deviennent  respectivement  identiques  à    (1)  et  (-2)  :    donc  le  point   11   du  plan 
qui  a  pour  coordonnées   X„,  Y„   par  rapport  à  la  nouvelle  origine  est  bien  le  centre  d'un  faisceau   ') 

relatif  à  F  et  dont  les  rayons  passent  par  a»,,  w,,  o^,,  w». 
Menons  par  ^etp  des  parallèles  au  diamètre  conjugué 
de  p'q'  par  rapport  à  G;  elles  coupent  wX,  en  /),  et  wY, 
en  f/i.  Les  parallèles  piS  à  pP,  qi^  a  qP  se  coupent  en  I,. 
La  dclermination  des  quatre  cercles  du  groupe  w 
conduit  à  différents  lieux. 

Ainsi,  quand  M,  demeurant  fixe  ainsi  que  0,  on  fait 
varier  P  sur  le  rayon  MjP,  le  centre  du  cercle  co,  décrit 
une  droite,  et  ce  cercle  passe  par  deux  points  lixes,  Nj 
opposé  à   Mj,  et  Q,   situé  sur  la  tangente  à   N,; 

Quand  M^M^  demeurant  fixe,  on  fait  varier  0,  P  décri- 
vant le  cercle  défini  par  l'équation  (6),  les  centres  oi^,  w, 
décrivent  aussi  des  cercles  pasisant  par  N,  et  N,;  les  deux 
autres  centres    o)^,^^   décrivent  la  perpendiculaire  à    MjMj  passant  par  l'origine. 
Le  rayon  du  cercle   i<\   est  donné  par  la  formule 

BxX'    .    /       .    D(/«^ 


y 

Y. 

r 

\     V, 

\            -v 

\      ^^ 

\ 

\ 
\ 
\ 

\    , 
V 

0 

X 

9 

/    / 

"^  ^^--p. 

X.. 

4R'  =  (p  +  ^')  +  ('/  +  i' 


avec 


D  ^  A  4-  B. 


et  si  l'on  lormc  par  élimination  respective  de   x  et  ij   enlre  les  équations    (I),    ("2)   les  équations  nyant 
pour  racines  les  coorilounées  de    M,,  M^,  M3,  M^,    on  trouve 


^x 


2/> 


=  2 


Xp'  -  llq'  -h  C« 


donc 


AC'^ 


IR^  = 


'^  B 
V  y 


"27 


=  2 


B7-  -  Ap'  +  t:- 


lu: 


ÂB 


AB(^ 


rB7»  -  A/>M. 


La  somme  des  carrés  des  rayons  des  quatre  cercles  demeure  constante  quand  le  point    P    ilecrit 
une   conique   coiicentri(iue   à   la    proposée,   imaginaireinent  semblable,  et  ayant   ses  axes    inclines 

d'angles  0  et  -  —  0  sur  les  siens. 


Progression  de  faiscenu.r  0.  -  Du  Idisceau  P,  relatif  à  C  et  passant  par  M,.  M,.  M.  M.,  nous 
avons  déduit  le  faisceau  ^,  relatif  à  1'  et  passant  par  o,,  w,.  lo, ,  o».  Celui-ci.  à  son  t  tur,  donne 
naissance  à  un  faisceau  1'  relatif  ù  une  coniquo  V  ayant  pour  centre  le  milieu  to'  de /),</,  et  pa8>-ant 
par  les  contres  des  cercles  w\ ,  w^,  «v  m[    ijui  contiennent  chacun  trois  des  points  précédents.    V  est 
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G" 
hoiHullu>li(iue  à   C.    avec  un  rapport  égal  à  Tyr^»    el  les  coordonuées  tle    ï'    par  rapport  ù   to'   étant 

cloiiiiées  par  les  formules 

G,/>,  C« 

\„  +  \o  cotg  0  =  -^  =  -  -^-—  (,r„  +  y,  cotg  6), 

('•,(/ 1  C» 

Yo  -  \n  cotg  ^  =  -  ^  =  -  4Xb  ^^»   ~  ^»  ^°'«"  ^^^' 

ou  ou  dédiiil  (jue  le  faisceau   Z'   et  le  quadrilatère   wj,  w'^,  w.',,  Wj   sont  inversement  homothétiques  au 

-  C* 
faisceau    P  et  au  qiiadrilaliMC   MjMjMjMj,   le  rajjpDit  d'honiolliétie  étant  y— ^  •  J)e  même  1,'  donne 

naissance  à  un  faisceau  1"  homothétiquc  à  -  avec  le  mèuM!  rapport,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
Si  au  lieu  de  descendre  la  progression,  on  laremonto,  le  faisceau  PMj  M^M,  M^  provient  d'un  faisceau  t 
relatif  à  une  ronique  •;  ayant  son  centre  confondu  avec  celui  de  l'hyperbole  équilatère  H;  Tcty  sonthomo- 

4AB 

Ihétiques  à    ï  et  T    avec  le  rapport — -  :     eux-mêmes    proviennent   d  un    faisceau    a'     et   dune 

conique    y     homothétiques  à    P   et   C    avec  le  même  rapport,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Donc  il  cj-isle  dans  le  plan  u)te  double  suilc  indéfinie  de  l'ai>,ecaux  0  el  de  coniques  associées,  telle  que  les 
termes  allernaiifs  soient  homolhénqucs  entre  eux,  et  que  les  termes  consécutifs,  simplement  semblubles, soient 
liés  entre  eux  par  les  relations  du  groupe  (CP)   au  groupe  (rxi)  ou  inversnnent. 

Les  centres  des  coniques  api)artienneut  tous  à  la  direction  conjuguée  de  p'q'  et  h  sa  parallèle 
menée  par    o;    les  points    i;  et  'j   sont  aussi  sur  deux  droites  parallèles. 

Théorème  VII.  —  f.es  quatre  cercles  circonscrits  aux  triangles  des  tangente 'i  en  M,,  M,,  Mj,  Mt  se 

coupent  en  un  point    L2    tel  que   Oii  X  OP  —  C. 

On  sait  (jue  le  point  iî  a  ses  projections  eu  ligne  droite  sur  les  côtés  du  quadrilatère  tangent  en 
M,,  M,,  Mj.  M».  Soient  a,  p  les  coordonnées  de  ce  point,  et  ax  -h  by  —  i  =  0  l'équation  de  la 
droite;  x,  y  étant  les  coordonnées  d'un  quelconque  des  points  M,,  M^,  M,,  Mj,  définies  eu  hmclion 
de   ).   par  les  formules  ("),  la  projection  de    12    sur  la  tanj^ente  correspon'iante  a  pour  coordonnées 

À(AX-  -  ex  tg  0  +  B)  +  ip'l  —  q'){a  +  (-A) 


X  r. 

Y  = 


l  +  X« 

Xfg  +  ,3X1  (//À  -  q')  -  {kl^  -  Cl  tg  0  +  B) 
1  +  X* 


en  les  substituant  dans  ré([uation  de  la  droite,   on  a  une  é(|iiation  du  troisième  degré  en    X  qui  doit 
être  une  identité,  puisqu'elle  est  vérifiée  par  les  quatre  racines  de  l'équation    F(X)  ^  0.    Ou  en  déduit 

Cf//o  sin  :20  —  x„  cos  20)  C{Xn  sin  "20  4-  j/o  cos  20) 


et 


^ô  +  .'/ô  -'"ô  4-   î/ô 

a        b  />'*  +  «'* 


p'       q'       kq""  H-  B//»  +  {\p'q'  tg  0  ' 


C« 

donc  a*  -i-  'ti*  —  — ; -.      ce  ({u'il  lallait  prouver. 

^û  -+-  //o 
D'ailleurs  la  droite  des  projections  est  parallèle  à  Ow  et  passe  par  le  point  de  coordonuées 

B  A 
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II,  —  Parsibole. 

Soient  a  le  paramètre  de  la  parabole  C, 

y""  -  lax  =  0,  (1) 

et  ajo,  yo    l^s  coordonnées  du  point  P;  ]),  q   désignant  les  mêmes  notations  que  plus  haut. 

Le  théorème  I    s'applique,  et  P   est  le  centre  d'un  faisceau  0  dont  trois  rayons  coupent  la  para- 
bole aux  points  Mj,  Mj,  Mj   qui  appartiennent  à  l'hyperbole   H 

xy  +  ax  cotg  ^i  +  (a  —  p)y  —  aq  =  0.  (2) 

Le  quatrième  rayon  est  parallèle  à  Ox,  il  est  donc  inutile  de  s'en  occuper.  Les  mêmes  points  sont 

aussi  sur  la  conique 

^x^  +  xy  cotg  0  +  If  —  tpx  —  qy  =  0.  (3) 

t:       0  3-       ô 

circonscrite  au  quadrilatère   OpPr/   et  ayant  ses  axes  inclinés  de et    -; sur    Ox  :    un 

4       !2  4        ^ 

des  points  au  moins  est  toujours  réel;  les  ordonnées  sont  racines  ôo.  l'équation 

y^  +  ay^  cotgO  +  2a (a  —  p)y  —  2a-ç  —  0.  (4) 

Le  faisceau   0  enveloppe  une  courbe  du  troisième  degré  dont  chaque  point  est  déterminé  en  fonc- 
tion des  coordonnées  de  la  parabole   C   par 

X  _  .^.  ^  (^'  +  a') (y  +  atgO)  tg  0  _ 
a^  scc'^  6 

Y  _  (y'  +  a')(a-y  tgQ)  tgO 

■^  a^  séc»  6  '  ^  ' 

^X  ^  (atgO  +  y)(3// tg6  +  a)cly  ^^  ^  {a  -  // tgO)(8j/ tg  0  +  a) 

a'^  séc*  0  '  a-  séc*  6  ^' 

Ces  formules  caractérisent  une  paraboh»,  cubique,  ayant  pour  direction  asymptotique   //  =  0,    et 

un  rebroussement  répondant  à     11= ^ .     Pour    0    -  0,    t^lh*  coïncivle  avec  la  parabole;   son 

^  •  8tgO  f  ' 

rebroussement  a  une  tangente  parallèle  à  Oy   pour  0  =  .30";    enlin  pour  0  =  90".    le  faisceau  ileve- 

nant  normal,  elle  n'est  autre  que  la  développée  de   C. 

Le  cercle  passant  par  M.,  Mj,  M,,   a  pour  équation 

'2(,r*  +  y*)  —  |V/  colg*0  +  !2(r/  +  /))].r  —   q  -h  (a  —  n)  cotgOj//  +  aq  rofgO  —  G;         (6) 

il  coupe  de  nouveau  la  paraboU^  au  point  où  hi  tangente  lait  l'angU»   0    avec  lo  diamètre,  soit 

Il  cotu'^  0 


">. 


//  =  a  cotgO. 


Soit  U^UjUj  le  triangle  polaire  de  M,M.jM;,  ;  si  \,,V,  (h'signiMil  les  coordonnées  de  l',.  l'é(|uati(^u 

//»  -  ^2 Y,  y  +  "iaX,     :  0 

ayant  pour  racines  les  coordonnées  do    M,,  M,,    son  jirtMuier  iuoml)re  divise  celui  de  (-4^,  il'où 

,,  2Y,  -f-  a  cotgO                            ,.    2Y,  -+-  a  colu  0 
p  =-  a  —  X ,    H  \  ,  — î—  .  qr  =  —  \ ,  — :—  , 
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forniulos  cxprimaut  la   relation  (|ui  existe  outre  les  poinls    P   et    U,  ;    ou  eu  déduit  ronioiinée  du 
point   M,, 

y,  -  -  (2Y,  4-  acotgO)  =  ^, 

et  semblablenient  celles  de  M,   et  Mj. 

D'ailleurs  le  cercle  circonscrit  au  triaui;le    r,UjU3   a  pour  équation 

2(X'  +  Y»)  +  (2/;  -  M)\  +  {a  cotg  0  +  ±q)Y  +  a(^/  -  p)  =  0  ; 

il  pas^e  I  ar  lo  foyer  de  la  parabole  et  par  1(>  symétrique  de    P    par  rapport  à  co.  foyer. 
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347.  —  On  thune  une  nplière  S  et  une  droite  A  dont  les  équations  par  rapport  à  un  système  de  trois 
axes  reclangulaiî'es  Ox,  Oy,  Oz  sont 

X»  +  y-  +  z^  —  B.^,  X  =  az  +  p,  y  =:  bz  +  q. 

Par  le  diamètre  de  la  sphère  qui  coïncide  avec  Oz,  on  fait  passer  un  plan  quelconque,  P,  et  l'on  pren'i, 
relativement  au  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan,  la  polaire  du  point  ou  ce  plan  rencontre  ^. 

1'^  Trouver  l'équation  et  recoanaitre  la  nature  du  lieu  engendré  par  celle  polaire,  lorsque  le  plan  P 
tourne  autour  de  Oz. 

2°  Trouver  les  séries  de  plans  réels  qui  coupent  la  surface  H  ainsi  obtenue  suivant  des  cercles,  et  vérifier 
que  les  plans  d'une  de  ces  séries  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  plans  tan  • 
gents  menés  à  la  sphère   S  par  la  droite   A. 

S°  Faire  voir  que  si  l'on  déplace  la  sphère  S  sans  changer  son  i'ayon  de  manière  à  amener  son  centre 
en  un  nouveau  point  Oj  détaxe  Oz,  il  est  possible  de  déterminer  une  nouvelle  position  A,  de  la  droite  A, 
telle  que  la  nouvelle  surface  X,,   engendrée  à  l'aide  de   Aj    comme  on  l'a  indiqué  ci-dessus,  coïncide  avec   X. 

4"  Trouver  le  lieu  des  positions  de  la  droite  ^^  quand  le  point  0, .  centre  de  la  sphère,  se  déplace  sur  Oy, 

1°   Le  plan  variable   P   ayant  pour  équation 

y  —  mx  ■=  0, 
rencontre  la  droite   A   en  un  point  qui  a  pour  coordonnées 

_  aq  —  bp  __  ni(aq  —  bp)  _  9  ~~  ^P 

X    =^    r    »  y    ^    ;; >  3    =    r  • 

ma  —  0  ma  —  b  ma  —  h 

La  polaire  de  ce  point  par  rapport  au  cercle,  intersection  de  la  sphère  et  du  plan  P,  s'oblieut  en 
coupant  le  plan  P  j)ar  le  plan  polaire  du  point  par  rapport  à  la  sphrri'.  Les  équations  de  cette  polaire 
sont  donc 

y  —  mx  —  f), 

x{aq  —  bp)  +  my{aq  —  bp)  -\-  z{q  —  mj))  —  R»(»ja  —  6)  =  0. 

En  éliminant   m   entre  ces  deux  écjuations,  on  aura  l'équation  du  lieu  engendré  par  cette  polaire. 

On  trouve  (x"^  -v-  y'^){aq  —  bp)  —  pyz  -h  qzx  +  RV//.r  —  ay)  —  0, 

équation  d'une  f|uadiifjue  réglée. 
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Si  {aq  —  hp)(p'^  +  q"^)  z^  0,  c'est-à-dire  si  la  droite  A  ne  rencontre  pas  (^z .  la  surface  a  un 
centre  unique,  c'est  un  hyperholoïde  à  une  nappe. 

Si     aq  —  bp  —  0,     la  surface  se  réduit  à  un  systÎMue  de  deux  plan?. 

Dans  ce  cas  A  rencontre  Oz,  le  point  d'intersection  du  plan  variable  avec  la  droite  étant  fixe, 
la  polaire  de  ce  point  décrit  son  plan  polaire.  En  outre,  quand  le  plan  variable  coïncide  avec  le  plan 
contenant  la  droite   A,   le  point  de  rencontre  est  indéterminé;  ce  plan  fait  partie  du  lieu, 

2°  Les  plans  parallèles  au  plan  des  xy  coupent  !a  surface  suivant  des  cercles;  on  aura  la  deu- 
xième série  de  plans  cycliques  en  écrivant  ({ue 

9(,/-,  //,  z)  -  S(a;*  +  y^  +  z^) 

est  divisible  par  z.   On  trouve  ainsi 

S  =  a(7  —  bp, 
et  l'ensemble  se  réduit  à 

—  pyz  +  qzx  —  (aq  -  bp)z'^  ; 

ce  qui  montre  que  les  plans  de  la  deuxième  série  sont  parallides  au  plan 

qx  —  py  —  (aq  —  bp)z  =  0. 

Je  dis  que  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  coujuguée  de  la  droite  A;  les  équations  de  cette 

droite  conjuguée  s'obtiennent  en  prenant  les  plans  polaires  du  point   (/),  q,  0)    et  ilu  point  à  l'inliui 

dans  la  direction    (a,  6,  1);  on  a 

px  +  qy  —  R^  —  0, 

ax  +  by  -h  z  =  0; 

la  direction  de  cette  droite  est  -  =  — —  =  , —  ; 

q        -p       _  {çiq  -  bp) 

elle  est  bien  perpendiculaire  à  la  deuxième  série  de  plans  cycliques. 
3"     Transportons  les  axes  en  un  point    0,    de  l'axe   0^,    de  cote   À. 
Par  rapport  à  ces  nouveaux  axes,  l'équation  de  la  sphère  sera 

X'^  H    Y*  +  Z'^  -  R-  =  U  ; 
soient  X  =  ajZ  4-  p^  , 

Y  =  b:A  +  V. 

les  é(|uations  d'une  ihoite   A,    j)ar  rapport  ù  ces  axes. 
L'équation  de   i^i    seia 

(X'^  4-  Y*)(a,7,   -  b^p^)  -  />,YZ  -4-  q^ZX  +  \\-(b,\  -  a, Y)  ^^  0. 

et  par  rapport  aux  anciens  axes 

(x^  -h  ^f)(aiqi  -  b^pi)  +  (7,.r  -  p^y){z  -  À)  -+-  l\-<b,x  -  (i,y\  ^  0. 

Pour  ([ue  cette  surface  coïncide  avec   1\    on  doit  avoir 

<h(h  -  ^h}\  ^  /^  ^  7i  _  ^^'^^1  -  ^7i  ^  ^}i!hJZJJb  ^  ^ 
aq  —  bp         p         q  R*6  H*a 

ou  f/,7,  —  />,/>,  =-:  ij.{aq  —  bp). 

Pi  =  !^P, 

H'-(j,  —  )/),        ix\\*(i. 
En  tirant  dos  quatre  dernières   />,,  </,,  (/,,  /;,    et  rem{:la(;aut  dans  la  pieniièrc.  on  Inuivo 

[j.{<j.  —  \){aq  —  bp)  =  0. 
Comme    ;;    iu>  peut  être  nul,  on  en  conclut    u  —  I.    et  l'on  a  pour  équations  de  Ui  droite   A, 
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par  rapport  aux  anciens  axes,  ces  équations  deviennent 

X  =  — ^r—  (-  -  ^')  +  />. 
y  =  — i^i —  (-•  -  ^)  +  7- 

4°    On  aura  lo  lieu  des  droites    Aj   en   éliminant   À   entre  ces  deux  équations;   elles    peuvent 

s'écrire 

X>  -+-  l{\r-u  -  pz)  +  R»(a;  -  az  -  jo)  =  0, 

À»<7  +  /(R^è  -  (/2)  +  R'(y  -  6s  -  9)  -=  0. 

L'élimination  de  À   donne 

[p(y  -  bz)  —  q{x  -  az)f  +  {aq  -  bp)  (R'^a  -  pz){!i  -  hz  -  q)  -  (RV>  -  qz){x  -  az  -  p)]  =^  0, 

ou  (py  —  gx)[py  —  qx  +  z{aq  —  bq)]  +  R*(o7  —  hp){ay  —  bx  +  bp  —  aq)  —  0. 

Le  lieu  est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  plans  directeurs  sont  mis  en  évidence. 

C.vRitus,  lycée  d'Alger. 
Solutions  analogues  par  MM.  t..  ("iuaux  (lycée  de  Nantes);  Join  Tanasksgo  (Bucarest);  Vazou  ((''alaise);  Servant  (Boiirg-la-Reine);  Corbikriv. 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE 

1°  Le  plan  P  rencontre  la  droite  A  en  un  point  A,  et  la  polaire  dont  on  cherche  le  lieu  est  à 
l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  polaire  du  point  A.  Ces  deux  plans  sont  perpendiculaires; 
en  outre,  le  premier  passe  par  Oz,  et  le  deuxième  par  la  droite  conjuguée  de  A,  que  nous  désigne- 
rons par   A'. 

On  est  ramené  à  trouver  le  lieu  de  la  droite  intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  passant 
par  deux  droites  fixes  ;  on  sait  que  ce  lieu  est  un  hyperboloïdo  contenant  les  deux  droites  fixes. 

2°  Il  est  aisé  de  voir  que  les  sections  circulaires  de  la  surface  sont  perpendiculaires  aux  deux 
droites  Oz  et  A'.  En  efifet,  menons  un  plan  H  perpendiculaire  à  Oz  et  rencontrant  Oz  en  B  et  A' 
en  C.  Deux  plans  perpendiculaires  passant  par  Oz  et  A'  coupent  H  suivant  doux  droites  passant 
l'une  par  G  et  l'autre  par  D,  et  l'on  voit  aisément  que  ces  deux  droites  sont  perpendiculaires;  leur 
point  de  rencontre  décrit  donc  le  cercle  de  diamètre  CD;  ce  cercle  est  la  trace  de  la  surface  sur  le 
plan  H. 

3°  La  surface  S,  sera  engendrée  par  une  droite,  intersection  de  deux  plans  perpendiculaires 
passant  l'un  par  Oz,  l'autre  par  la  conjuguée  de  A,  par  rapport  à  la  sphère  0,.  Pour  que  la  surface 
i],  coïncide  avec  -,  il  faut  que  la  conjuguée  de  A,  par  rapport  à  la  sphère  0,  coïncide  avec  A';  eu 
d'autres  termes,  la  droite   Aj    sera  la  conjugée  de   A'    par  rapport  à  la  sj)hcre    0,  . 

4°  Piir  lo  point  0,  menons  un  plan  Pj  perpendiculaire  à  A',  lequel  rencontre  A'  en  un  point  A,; 
la  droite  Aj  est  la  polaire  de  A,  par  rapport  au  cercle  C, ,  intersection  de  la  sphère  Oj  par  le  plan 
P,.  Quand  le  point  0,  se  déplace  sur  Oz,  le  cercle  Cj  engendre  un  cylindre,  et  l'on  voit  que  la 
droite  Aj  rencontre  la  droite  conjuguée  D  de  A'  p;ir  rapport  à  ce  cylindre.  Il  en  résulte  que  cette  droite 
A,  est  à  l'intersection  de  deux  plans  variables,  l'un  contenant  I),  l'autre  perpcndiculaireà  A',  c'est-à- 
dire  contenant  une  droite  à  l'intîni;  ces  plans  étant  tels  qu'à  un  plan  passant  par  D  ne  correspond 
qu'un  seul  plan  passant  par  la  droite  à  l'infini.  On  en  lonclut  que  le  lieu  est  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique ayant  pour  plan  directeur  un  j)lan  perpendiculaire  à    A'. 

Thévenot. 

Solution  analogue  par  M.  Léon  buROET,  lycée  de  Bordeaux. 

♦ 
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320.  —  Déterminer  lea  coefficients  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  en    x,    connaissant  les  expressions 
suivantes  : 

-^  Xp  —  a 

y  -i-  =  c, 

Xp    désignant  l'une  quelconque  des  racines,  et   a,  p,  y»  '^  ^'^"'^  ^«-'-^  nombres  donnés. 

Soit  /"(ic)  ^  a;*  +  ax-^  +  bx"^  +  ex  +  d 

le  polyuome  cherché;  désignons  par    Xi,  x^,  .-Tj,  x^    les  racines  de  l'équation  f{x)  =  0. 

L'identilc  Ç^-^y  — !—   -  0 

/  (jc)        ^^  Xi  —  X 

donne,  en  vertu  de  l'énoncé,  les  équations  suivantes  : 

/■'(a)   +  A/-(a)   =  0, 

/•'(S)    +   B/-(P)    ::=   0, 

/'(y)  +  C/'(y)  =  0. 

f'{h)  +  DZ-IS)  =  0. 
ou,  en  développant: 

Aa*   +  4a''  +  fl/Aa»  +  3a'^)  +  6.(Aa«  +  2a)  4-  c.(Aa  +  1)  +  rf.A  =  0, 
B^t  +  45,'  +  rt.lBp"  +  3ji^)  +  6.(Bi»  +  2p)  +  c.(Bp  +  1)  -h  rf.B  =  0, 
Cy*  -h  iy'^  4-  a.{Cf  +  Sf)  -h  6.(Cy^  +  2y)  +  ^.(Cy  -f-  1)  +  d.C  =  0, 
D5*  +  -P/'  +  o.(DS'^  +  3Ô'')  +  6.(DS-  +  2o)  +  c.(D5  +  1)  -f-  (/.D  =  0. 
On  est  ainsi  ramené  à  résoudre  un  système  d'équations  linéaires. 
Lorsque     A  =  B  ~  C  =  D,     le  problème  se  simplifie,  ear  dans  ee  cas,     x,  B,  y,  o     sont  Icj^  racines 
de  l'équation 

Afix)  +  f'{x)  ^  0, 

et  par  suite  A./(.i;)  +  /'(a?)  =  A(x  —  a) (a;  —  (i)(.c  —  Y)(.r  —  8) 

et  en  identifiant  Art  -»-  I    —   —  Al\, 

A6  +  3a  :^:         Al'ap, 

\c  +  ih  ==    -  kli^y, 

\d    +-     *•  —  Aafiyo, 

équations  du  premier  dcj^ré  douniuit,  de  proche  en  proche,    n    puis    I),  c.  </. 

Mii\.MhR  dycée  Louis-le-Graud). 
Soliilion»  aiialogiii<s     MM.  U.  I.kcoi'vhkur  (Boaiine)  ;  Kd.  Nouool;  X.  (Naiiles). 
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Sol.ITlMN  CKoMirmiorH  de  la  OllbXriHN  253  (".KNKliAI.ISMK 

Voir  pages  2i6  cl  20  2' 


Lii  (|ut\sli()ii  i;ônéralis(''(>  jxmiI  s'énoncer  ainsi  : 

Dntus  toute  cuhi(]iu'  circulaire  unicursale  : 

/"  Le  lieu  (les  milieux  des  cordes  vues  du  point  donhle  sov.s  un  angle  droit  est  xnie  droite; 

2'^  L'enrcloppe  de  ces  cordes  est  une  conique. 

1"  Considérons  une  coni(ine  C  et  un  point  M  sur  la  conique.  Les  cordes  do  la  conique  vues  du 
point  M  sous  un  angle  droit  passent,  d'après  le  théorème  de  Frégier,  par  un  point  fixe  K  situé  sur 
la  normale  en  M.  Transformons  cette  propriété  par  layons  vecteurs  réciproques  en  plaçant  le  centre 
d'inversion  au  point  M.  La  c(inique  C  se  transforme  en  une  cubicpie  circulaire  P  ayant  un  point 
double  au  point  M.  et  nous  pourrons  énoncer  cette  propriété  de  la  rul)ique  F  :  Les  cercles  2  pas- 
sant par  le  point  double  M  et  tels  que  la  corde  LL'  interceptée  dans  la  cubique  soit  vue  du  point  double 
sous  un  angle  droit,  passent  par  un  point  fixe  situé  sur  la  perpendiculaire  à  l'asijmptote  réelle  menée  par  le 
point  double.  Soit  R  ce  point  fixe.  Les  cercles  S  passant  par  deux  points  fixes  M  et  R,  le  lieu  de 
leurs  centres  sera  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MR,  c'est-à-dire  une  parallèle  à  l'asymptote  réelle 
de  la  cubique  circulaire.  Mais  le  centre  d'un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  rectangle  est  le  milieu 
de  l'hypot'nuse,  donc  le  lieu  des  centres  des  cercles  S  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  LL' .  La 
première  partie  de  la  question  se  trouve  ainsi  démontrée;  et  on  peut  ajouter  que  le  lieu  des  milieux 
des  cordes   LL'  est  une  parallèle  à  l'asymptote  réelle  de  la  cubique  circulaire  unicursale. 

Remarque.  —  C'est  donc  à  torique  l'auteur  d'une  solution  parue  dans  le  numéro  de  février  indique 
que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  vues  du  point  de  rebroussemenl  d'une  cissoïde  obliijue  sous  un 
angle  droit  est  une  hyperl)ole.  D'ailleurs,  eu  se  reportant  à  cette  solution,  on  pourra  s'assurer  que 
l'élimination  de  t  entre  les  valeurs  de    X    et   Y   comluit,  tous  calculs  faits  à  l'équation 

yx  cos  (0  4-  y  sin  w  —  ^  j  —  0. 

La  droite    x  cos  co  +  y  sin  m  —  -  —  {)   est  bien  une  parallèle  à  l'asymptote  de  la  cissoïde. 

2"  Soit  TT'  une  cordt^  de  la  coniqu«;  C  vue  du  point  M  sous  un  angle  droit.  Elhs  passent  par 
un  point  fixe  K.  lien  résulte  que  le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes,  c'est-à-dire  le  lieu  des  centres  des 
cercles  w  circonscrits  aux  triangles  tels  que  TMT'  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique 
C  i)assant  par  un  point  fixe  K;  c'est  donc  une  colique  S.  Les  cercles  w  passent  par  le  point  fixe 
M  et  ont  leurs  centres  sur  la  conique  S.  Leur  enveloppe  est  donc,  daprès  un  théorème  connu,  la 
podaire  relativement  au  point  M   de  la  conique   S,,    homothétique  de   S   dans  le  rapport-.  Entrans 

formant  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  voit  que  l'enveloppe  des  cordes  LL'  de  la  cubique  V 
étant  la  figure  inverse  de  la  podaire  d'une  coni([ue  S  est  la  polaire  réciproque  conique,  c'est-à-  lire 
une  autre  .-oni-iue.  A.  Gazamia.n. 

> ■ 
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330.  —  Einnt  donnée  une  hyperbole  rqjulalére  11.  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  nu  triangle 
formé  par  la  tangente  en  un  point  P  et  pir  deux  diamètres  conjugués  de  H,  quand  te  point  P  décrit  l'hyperbole. 

Prenons  pour  axes  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère;  elle  aura  pour  é(|uation 

xij  =  a*. 
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Uurf  tangente  à  l'hyperbole  ayant  pour  équation 

/?/  +  <j.x  —  2a*  =  0, 
ou  a  eutre  les  coordoimées   >,  [j.   (la  point  de  contact  la  relation 

AU.  —  a'\ 


0) 


(-2) 


L'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  Torigine  aux  poiuts  de  rencontre  de  la  droite  (1)  avecle 

ct rclô 

a;2  4-  ï/2  _  2a./'  -  py  =  0 

est  la  suivante:  7f{a'''  —  pi)  —  xy(oLA  +  (w)  +  x'^ip}  —  au.)  =  0,  (3) 

Soit   m    le  coefficient  angulaire  de  l'un  des  diamètres  donnés.  Son  conjugué  aura  pour  coefficient 
angulaire    —  m.    On  devra  donc  avoir  entre  les  racines  de  l'équation 


MH«* 


les  deux  relations 


hl)  -  M(aX  +  {.^) 
aX  +  Bu.  =  0, 
a*  —   aa 


0 


rt*  -  ex 


m». 


De  la  première,  on  tire     \i.  = /,     et  en  portant  dans  la  seconde. 


pa* 


[3a*  -  p«A 


par  suite 


j3a*(l 


—  m' 

ni') 


.n'  —  a.' 


L'équation  du  lieu  s'obtiendra  en  remplaçant   X  el  \l  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  {•!).  Ou  a 

ainsi 


3 


a  [î-a*(|  4-  m''f 


(;:■'/»«  -  a»)» 

OU,  eu  remplaçant   a  et  p   par  x  et  y, 

{ni*y^  -  a,-»)*  +  a*xy{i  -+-  »/»)»  =  0. 

équation  d'une  (juartique  ayant  à  l'origine  un 
point  double  qui  (>st  aussi  centre  de  la  courbe. 
Les  tangentes  au  point  double  sont  les  deux 
axes.  On  voit  sur  léqualion  que  la  quarlique 
n'a  aucun  point  dans  l'angle  des  axes  qui  ren- 
ferme l'hyperbole  équilatère.  Elle  a  deux 
asymptotes  équidistantcs  de  0  el  perpendicu- 
laires toutes  deux  au  diamètre  qui  rencontre 
l'hyperbole  équilatère. 


A.  Ca/amian. 
Solulioiis   analot'uos  :   MM.   Dkm.mhe^     Annecy);   H.   I.bhbi  i 

ll.lUCIl). 


Rkmauque.  —  L'équalion 


tX  -f-  pa  ^  0 


montre  que  la  droite  OP  est  tangente  au  ceide  considéré.  Cela  est  évident  géométriquement,  «'ar,  en 
vertu  d'un  ihéorènie  connu,  si  l'on  nomme  b'  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  taujjouteeu  P,  la  puis- 
sance do    P    est  égah'  à   //*,    c'est-à-dir»^  à    01'". 
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360.  —  On  considère  une  parabole   P   «njant  son  foi/er  en  un  poinl  variable   M   d'une  ellipse  et  passant 
par  /('.s-  foi/rrs  de  n'Ite  l'Hipse  ;  liouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  lan;/entes  en  F  et  F'    à  la  parabole  V. 

Solution  Géométrique.   —  Il  existe  deux  paraljoles  ayant  pour  loyer  M  et  passant  par  les 

foyers  de  ^ollip^e;  soit   T  le  poinl  de  roncoutre  des  tangentes  en    F  ol  F'    à  Fune  d'elles. 

D'après  une  propriété  connue  de  la  pavahoio.  on  a    TMF  —  TMb'.    Par  conséquent,    T   est  sur  la 

normale  en   M   à  rellinso. 

1  . ^ 

D'autn-  part,  on  a  aussi  tTF'  =  ^  FMF'. 

Donc    T    n'est  autre  chose  iiue  l'un  des  points   N,  N'    de  la  question  359,  et  l'on  a 

MT^  =  MF  X  MF'. 

MT   est  donc  égal  au  demi-diamètre  conjugué  de  OM.  Par  conséquent,  le  lieu  de   T    et  de  T'   se 
compose  de  deux  cercles  de  rayons  a  +  b   et  a  —  b,  a  et  b  désignant  les  demi-axes  de  l'ellipse. 

J.  L.,  à  Douai. 

Solution  Analytique.  —  Supposons  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Soit  M(a,  p)    un  point  du 
lieu;  réquation  générale  des  coniques  tangentes  en  F  et  F'  aux  droites  MF  et  MF'  est 

r,/(a  _  c)  -  fAX  -  c)\[y{7.  +  c)  -  f^{x  +  C)]  +  ly^  =  0; 
on  ilétermine   À  en  écrivant  que  cette  conique  est  une  parabole;  on  obtient   X  =  c%   et  l'équation 

s'écrit 

fix,  y)  =  {<xy  -  ^xy  +  2c»|iî/  -  c^^*  =  0. 

Il  sullli  d'écrire  que  le  foyer  de  cette  parabole  est  sur  l'ellipse. 
Or  le  foyer  est  déterminé  par  les  éc^uations 

f'J,j-/^Bf{x,y)  =  0, 
qui  s'écrivent  après  simplification    2a.i-  —  2^2/  +  ^*  —  a"  —  c*  =  0, 

^x  +  ixy  —  'x^  =2  0. 
a(a'-f   3-^-4-  c^)  p{a^  +  [i' -  C») 

Écrivons  que  ce  point  est  sur  l'ellipse;  on  a,  en  remplaçant   a  et  p   par  x  et  y, 

■r»(a;'  4-  y'  +  c')^       .y'^(u;»  +  y^  -  c^ï'  _  j  ^  o 
Âa^x^  +  y')'     "*"      ^b\x'  +  y^Y  ~    ' 

ou        {b*x*  -H  a*y*){x*  ■+■  y')'  +  "ic^x''  +  y*)(b'x^  -  a^)  -  ^a-'b\x^  +  y^Y  +  c\b'x'  -r  a'y')  =  0. 
L'ensemble  des  termes  du  (juatrième  degré  s'écrit 

-  'lia'  +  6«)(.r*  +  y''){b''x^  +  a^ //',', 
de  sorte  ({ue  l'équation  devient 

[ix'  -h  î/Vr'  -  "lia''  +  b^){x-  -t-  y)  +  (•♦]  {b'x^  +  a'V)  =  0 
ou  (a;»  +  y^-  a'  -  //'j»  -  ha'b''  =  0 

[ajï  +  yï  _  (a  4-  6/^j  [x'  +-  y  -  i,a  -  b)^]  ^  0. 
Le  lieu  se  compose  des  deux  cercles  concentriques  à  rcllipï<e  et  ayant  pour  rayons  a  +  /;  et  a  -  /). 

MM.  K.-N.  lURiME.N  el  G.-A.  PoiiLLiAiiT  i)nl  envoyé  des  .^oIulions  aiiulyliqiies. 


BOURSES  DE  LICENCE  383 


CONCOURS  DE  1894  (Suite.) 


BOURSES  D'ENSEIGNEMENT  SUPÉRIEUR 

Licence  es  sciences  mathématiques. 

I. —  362.  Pfxr  cliaque  point  M  d'un  plan  rapporté  à  des  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  passent  deux 
des  hyperboles  représentées  par  l'équation 

a^xij  -\-  uy  -h  X  —  0,  (1) 

où  <i  est  un  paramètre  variable.  Sur  quelle  courbe  (C)  le  point  M  doit-il  se  trouver  pour  que  les  deux 
hyperboles  se  coupent  en  ce  point  à  angle  droit? 

En  combien  de  points  réels,    à  dislance   finie    et  distincts   de  l'origine,  la  courbe   (C)    rencontrc-t-elle 
l'hyperbole  définie  par  l'équation  (1)? 

Quelle  relation  doit-il  exister  entre   a  et  b  pour  que  les  deux  hyperboles  définies  par  les  équations 
a'^xy  +  ay  +  x  =  0,  b^xy  +  by  +  x  =  0 

se  coupent  à  angle  droit  en  un  point  autre  que  l'origii;e?  Cette  relation,  si  l'on  y  regarde  a  el  b  comme  les 
coordonnées  d'un  point,  définit  une  courbe;  on  construira  cette  courbe  et  l'on  cherchera  en  combien  de  points 
réels,  à  distance  finie  et  distincts  de  l'origine,  elle  rencontre  la  courbe   (G). 

II.  —  363.  Étant  donnés  trois  nombres  inégaux  a,  b,c  ,  on  considère  les  six  points  qui,  rapportés  à  un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  Oxyz,  ont  respectivement  pour  coordonnées  a,  b,  c;  b,  c,  a;  c,a,  b: 
b,  a,  c;  c,  b,  a;  a,  c,  b.  Démontrer  que  ces  six  points  sont  sur  un  cercle;  former  les  équations  du  plan  de  ce 
cercle  et  du  cône  qui  a  ce  même  cercle  pour  directrice  et  l'origine  des  coordonnées  pour  sommet. 

Licence  es  sciences  physiques. 
Physique. 

I.  —  Mesure  d'une  différence  d'altitude  au  moyen  du  baromètre. 

II.  —  364.  Un  vase  métallique  a  la  forme  d'une  sphère  de  20'='"  de  rayon;  l'épaisseur  de  ses  parois  est 
un  dixième  de  millimètre. 

A  0  degré  ce  vase  est  plein  d'air  sous  la  pression  de  76*="»  de  mercure  à  0  degré,  qui  est  aussi  la  pression 
extérieure. 

On  chauffe  le  vase  jusqu'à  ce   qu'il  éclate  sous  l'elVort  des  pressions  intérieures;  la  ligne  de  rupture  se 
trouve  dans  un  plan  diamétral. 

On  demande  à  quelle  température  le  vase   a  été  porté,  sachant  que  :  i'^  le  coetHcient  de  dilatation  de 
1 
l'air  est  ^  -;  2°  le  coefficient  de  dilatation  du  métal  est  négligeable;  3°  à  la  température  de  1  explosion,  un  Ul 

de  ce  métal  ayant  1  millimètre  carré  de  section  rompt  sous  un  poids  de  30  kilogrammes;  4"  la  densité  du 
mercure  est  13,6. 

Chimie. 

I.  —  Citer,  sans  insister  sur  les  détails  d'expérience,  les  réactions  qui  permettent  de  passer  du  bioiydo 
d'azote  aux  autres  composés  de  l'azote. 

II.  —  365.  L'analyse  d'un  sel  d'argent  a  donné  en  centièmes  : 

Carbone 7,895 

Oxygène 21,053 

Argent 71,052 

On  sait,  d'autre  part,  ([ue  l'acide  do  ce  sel  peut  lormer  avec  le  potassium  doux  sols,  l'un  comparable  par 
sa  composition  au  sol  d'argent,  l'autre  coulenaut  pour  un  mémo  poids  de  carbone  moitié  moins  de  métal. 
Calculer  la  formule  de  l'acide 

C  =  1-2,    O  —  10,     A./  ^-  108. 


3K4  QUESTIONS   PROPOSIŒS 


QUESTIONS     PROPOSÉES 

366.  —  Dai.s  un  plan,  on  consiilèrc  i\vux  cercles  variables  A,  1}  leucontranl  une  droite  fixe,  le 
premier  eu  deux  points  donnés,  le  second  en  deux  points  également  donnés. 

Les  deux  cercles  A,  M  sont  assiijrflis  à  la  conlilion  d'avoir  pour  longueur  d'une  tangente  com- 
mune une  (juantité  donnée. 

Déterminer  pour  tous  les  couples  d(^  cercles  tels  i.[ur    A,  li  : 

1"  Le  lit'U  des  points  de  contact  îles  laui^entes  communes; 

2"  L'enveloppe  de  la  ligne  îles  centres; 

H"  Le  lieu  des  centres  de  similitude.  On  distini^uera  les  parties  du  lieu  qui  correspondent  à  un 
centre  de  similitude  direct  de  celles  qui  correspondent  à  un  centre  de  similitu  le  inverse. 

F.   PliADKT. 

367.  —  lOtant  donnés  une  conitiue  H,  une  elroitc  D  et  un  point  P,  ou  joint  un  point  variable  M 
à  deux  points  fixes  I,  J  de  H  et  on  considère  les  coniques  S  passant  pir  P  inscrites  dans  l'angle 
IMJ,    la  corde  de  contact  étant  la  droite    D. 

1°  Lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  A  par  rapport  aux  coniques  S,  quand  M  décrit  une 
coni(iue   1,'\ 


^"  Etudier  le  lieu  quand   1.  et  1'   coïncident; 

'i''  Quand    X  et   1'   coïncidant,    A    se  confond  avec    IJ, 


F.  Thévenot. 
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